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КОЭФФИЦИЕНТАМИ, С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ ЧЛЕНОМ И С ИНТЕГРАЛЬНЫМ
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Работа посвящена интегрированию модифицированного уравнения Кортевега–де Фриза с завися-
щими от времени коэффициентами, дополнительным членом и интегральным источником в классе
быстроубывающих функций с использованием метода обратной задачи рассеяния. В данной работе
рассматривается случай, когда оператор Дирака, входящий в пары Лакса, не является самосопряжен-
ным, поэтому собственные значения оператора Дирака могут быть кратными. Получена эволюция
данных рассеяния для несамосопряженного оператора Дирака, потенциал которого представляет
собой решение модифицированного уравнения Кортевега–де Фриза с зависящими от времени ко-
эффициентами, с дополнительным членом и с интегральным источником класса быстроубывающих
функций. Приведен пример, иллюстрирующий применение полученных результатов.
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Введение

Модифицированное уравнение Кортевега–де Фриза (мКдФ) [1]

ut − 6u2ux + uxxx = 0,

описывающее нелинейное распространение волн в системах с полярной симметрией, явля-
ется одной из наиболее известных моделей, допускающих существование солитонов в ре-
шении. Привлекательной чертой теории солитонов является тесная связь между физикой
и математикой. Теория солитонов и интегрирование различных нелинейных эволюционных
уравнений обсуждаются во многих монографиях и статьях. Важные понятия теории соли-
тонов и информация, необходимая для интегрирования нелинейных эволюционных уравне-
ний, представлены в работах [2, 3]. Задача интегрирования уравнения Кортевега–де Фриза,
считающегося нелинейным эволюционным уравнением, с использованием метода обрат-
ной задачи рассеяния впервые рассматривалась в работах Гарднера, Грина, Краскала и Ми-
уры [4]. В работах [5, 6] изучается интегрируемость нагруженного уравнения Кортевега–
де Фриза с разными источниками в классе быстроубывающих комплекснозначных функ-
ций. Аналогичные результаты для общего уравнения Кортевега–де Фриза получены в ра-
ботах [7, 8]. В работах [9, 10] показана применимость метода обратной задачи рассеяния
для интегрирования уравнения мКдФ-синус-Гордона с дополнительными членами. В ра-
ботах [11, 12] решена задача Коши для уравнения мКдФ с коэффициентами, зависящими
от времени и источниками в классе быстроубывающих функций. В работе [13] показана
разрешимость задачи Коши для уравнения мКдФ с источником в классе функций конеч-
ной плотности. В работах [14–16] рассмотрены интегрируемость конечной решетки Тоды
и уравнения Каупа–Буссинеска, а в работе [17] показана интегрирумость дифференциально-
разностного уравнения синус-Гордона с источником интегрального типа.

https://doi.org/10.35634/vm240205
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Уравнение мКдФ используется в научных приложениях таких, как тонкие упругие
стержни [18], ангармонические решетки [19], альфвеновские волны [20] и т. д. Кроме того,
некоторые авторы подробно изучали более обширную форму уравнения мКдФ, например,
спаренное уравнение мКдФ [21], матричную форму [22] и т. д.

Исследование интегрируемых нелинейных эволюционных уравнений с переменными
коэффициентами развивается, поскольку эти уравнения позволяют моделировать различ-
ные сложные нелинейные явления. Интегрируемые нелинейные эволюционные уравнения
с переменными коэффициентами более реалистичны, чем их аналоги с постоянными коэф-
фициентами. Поэтому важно разработать новые интегрируемые нелинейные эволюционные
уравнения с переменными коэффициентами и исследовать полную интегрируемость таких
разработанных моделей. В работах [23–25] исследованы уравнения мКдФ с переменными
коэффициентами.

§ 1. Постановка задачи

В данной работе рассматривается следующая система интегро-дифференциальных урав-
нений

ut + α(t)(6u2ux + uxxx) + β(t)ux = iγ(t)

∫
∞

−∞

(
φ2
1(x, η, t)− φ2

2(x, η, t)
)
dη, (1.1)

L(t)φ(x, η, t) = ηφ(x, η, t), x ∈ R,

где L(t) = i




d

dx
−u(x, t)

−u(x, t) −
d

dx


 и коэффициенты α(t), β(t), γ(t) — заданные непрерывно

дифференцируемые функции. Мы будем исследовать систему уравнений (1.1) при началь-
ном условии

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (1.2)

При этом начальная функция u0(x) (−∞ < x <∞) обладает следующими свойствами:

(1)
∫

∞

−∞

(
1 + |x|

)∣∣u0(x)
∣∣ dx <∞; (1.3)

(2) оператор L(0) = i




d

dx
−u0(x)

−u0(x) −
d

dx


 в верхней полуплоскости комплексной плоско-

сти имеет ровно N собственных значений ξ1(0), ξ2(0), . . . , ξN(0) с кратностями m1(0),
m2(0), . . . , mN(0) и не имеет спектральных особенностей.

Вектор-функция φ =
(
φ1(x, η, t), φ2(x, η, t)

)T
обладает следующим асимптотическим видом

φ(x, η, t) → h(η, t)

(
exp(−iηx)
exp(iηx)

)
, x→ ∞, (1.4)

где h(η, t) — некоторая заданная непрерывная функция, которая удовлетворяет условиям

h(−η, t) = h(η, t),

∫
∞

−∞

∣∣h(η, t)
∣∣2 dη <∞, t > 0. (1.5)



250 Интегрирование уравнения мКдФ с зависящими от времени коэффициентами

Предположим, что функция u(x, t) обладает требуемой гладкостью и достаточно быстро
стремится к своим пределам при x→ ±∞, то есть

∫
∞

−∞

(
(
1 + |x|

)∣∣u(x, t)
∣∣+

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂ku(x, t)

∂xk

∣∣∣∣

)
dx <∞, k = 1, 2, 3. (1.6)

Основная цель данной работы — получить представления для решения задачи (1.1)–(1.6){
u(x, t), φ1(x, η, t), φ2(x, η, t)

}
в рамках метода обратной задачи рассеяния для операто-

ра L(t).

§ 2. Необходимые сведения

Рассмотрим следующую систему уравнений
{
v1x + iξv1 = u0(x)v2,

v2x − iξv2 = −u0(x)v1,
(2.1)

на всей оси (−∞ < x < ∞) с потенциалом u0(x), удовлетворяющим условию (1.3). Вид-
но, что с помощью оператора L(0) и вектор-функций ν = (ν1, ν2)

T систему (2.1) можно
переписать в виде

L(0)ν = ξν.

Система уравнений (2.1) для действительных ξ имеет решения Йоста со следующими
асимптотиками





ϕ(x, ξ) ∼

(
1

0

)
e−iξx,

ϕ̃(x, ξ) ∼

(
0

−1

)
eiξx,

x→ −∞;





ψ(x, ξ) ∼

(
0

1

)
eiξx,

ψ̃(x, ξ) ∼

(
1

0

)
e−iξx,

x→ ∞. (2.2)

При действительных ξ пары вектор-функций {ϕ, ϕ̃} и {ψ, ψ̃} являются парами линейно
независимых решений для системы уравнений (2.1). Поэтому имеют место следующие со-
отношения {

ϕ = a(ξ)ψ̃ + b(ξ)ψ,

ϕ̃ = −ā(ξ)ψ + b̄(ξ)ψ̃,

{
ψ = −a(ξ)ϕ̃+ b̄(ξ)ϕ,

ψ̃ = ā(ξ)ϕ+ b(ξ)ϕ̃,
(2.3)

где a(ξ) =W{ϕ, ψ}, b(ξ) = W{ϕ̃, ψ}. Верны следующие равенства

∣∣a(ξ)
∣∣2 +

∣∣b(ξ)
∣∣2 = 1, ā(ξ) = a(−ξ), b̄(ξ) = b(−ξ).

Коэффициенты a(ξ) и b(ξ) непрерывны при ξ ∈ R и удовлетворяют следующим асимптоти-
ческим равенствам:

a(ξ) = 1 +O
(
|ξ|−1

)
, b(ξ) = O

(
|ξ|−1

)
, |ξ| → ∞.

Невещественные нули {ξk}
N
k=1 функции a(ξ) являются собственными значениями операто-

ра L(0) в верхней полуплоскости Im ξ > 0. Собственные значения оператора L(0) в нижней
полуплоскости Im ξ < 0 совпадают с нулями функции ā(ξ). Итак, множество {ξk,−ξk}

N
k=1

является собственными значениями оператора L(0), и других собственных значений этот
оператор не имеет. Требование отсутствия спектральных особенностей оператора L(0) озна-
чает отсутствие действительных нулей у функции a(ξ), то есть a(ξ) 6= 0, ξ ∈ R.
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Определение 2.1. Функции
(s)
ϕ (x, ξk) ≡

∂s

∂ξs
ϕ(x, ξ)

∣∣∣
ξ=ξk

, s = 1, mk − 1, называются присо-

единенными функциями к собственной функции ϕ(x, ξk).

Собственные и присоединенные функции удовлетворяют уравнениям

L
(s)
ϕ (x, ξk) = ξk

(s)
ϕ (x, ξk) + s

(s−1)
ϕ (x, ξk),

(0)
ϕ (x, ξk) ≡ ϕ(x, ξk), k = 1, N, s = 0, mk − 1.

Существует цепочка чисел {χk
0, χ

k
1, . . . , χ

k
mk−1}, называемая нормирующей цепочкой чи-

сел, для которой справедливы следующие соотношения

(l)
ϕ(x, ξk) =

l∑

ν=0

χk
l−ν

l!

ν!

(ν)

ψ (x, ξk), k = 1, N, l = 0, mk − 1. (2.4)

Для функции ψ(x, ξ) справедливо (см. [26, с. 33]) следующее интегральное представление

ψ(x, ξ) =

(
0
1

)
eiξx +

∫
∞

x

K(x, s)eiξs ds, (2.5)

где K(x, s) =
(
K1(x, s), K2(x, s)

)T
. В представлении (2.5) ядро K(x, s) не зависит от ξ

и имеет место равенство
u(x) = −2K1(x, x). (2.6)

Компоненты ядра K(x, y) при y > x являются решениями системы интегральных уравне-
ний Гельфанда–Левитана–Марченко

K2(x, y) +

∫
∞

x

K1(x, s)F (s+ y) ds = 0,

−K1(x, y) + F (x+ y) +

∫
∞

x

K2(x, s)F (s+ y) ds = 0,

где

F (x) =
1

2π

∫
∞

−∞

r+(ξ)eiξx dξ − i

N∑

k=1

mk−1∑

ν=0

χk
mk−ν−1

1

ν!

dν

dzν

[
(z − ξk)

mk

a(z)
eizx
]∣∣∣∣

z=ξk

,

r+(ξ) ≡
b(ξ)

a(ξ)
, a(z) — аналитическое продолжение функции a(ξ) (Im ξ = 0) в верхнюю

полуплоскость Im z > 0, которое определяется по формуле

a(z) = exp

{
−

1

2πi

∫
∞

−∞

ln
(
1 +

∣∣r+(ξ)
∣∣
)

ξ − z
dξ

}
N∏

j=1

(
ξ − ξj

ξ − ξ̄j

)mj

.

Теперь потенциал u(x) определяется из равенства (2.6).

Определение 2.2. Набор величин
{
r+(ξ), ξ ∈ R; ξk (Im ξk > 0), χk

j , k = 1, N, j = 0, mk − 1
}

называется данными рассеяния для системы (2.1).

Справедлива следующая теорема (см. [27, § 6.2]).
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Теорема 2.1. Данные рассеяния оператора L однозначно определяют L.

В дальнейшем мы часто будем пользоваться результатами следующих лемм.

Лемма 2.1. Если вектор-функции Y =
(
y1(x, ξ), y2(x, ξ)

)T
и Z =

(
z1(x, η), z2(x, η)

)T
явля-

ются решениями уравнений LY = ξY и LZ = ηZ соответственно, то для их компонент

выполняются равенства

d

dx
(y1z1 + y2z2) = −i(ξ + η)(y1z1 − y2z2),

d

dx
(y1z2 − y2z1) = −i(ξ − η)(y1z2 + y2z1).

Лемма 2.2. Пусть вектор-функции ϕ(x, ξ), f s
k(x, t), s = 0, mk − 1, являются решениями

следующих уравнений

L(t)ϕ = ξϕ, L(t)f s
k = ξkf

s
k + sf s−1

k , s = 0, mk − 1.

Тогда справедливы равенства

d

dx
(f s

k1ϕ2 − f s
k2ϕ1) = i(ξ − ξk)(f

s
k1ϕ2 + f s

k2ϕ1)− is(f s−1
k1 ϕ2 + f s−1

k2 ϕ1),

d

dx
(f s

k1ϕ1 + f s
k2ϕ2) = −i(ξ + ξk)(f

s
k1ϕ1 − f s

k2ϕ2)− is(f s−1
k1 ϕ1 − f s−1

k2 ϕ2),

s = 0, mk − 1.

Эти леммы доказываются путем непосредственной проверки.
При выполнении условий леммы 2.2 справедливы следующие равенства

f s
k1ϕ1 − f s

k2ϕ2 = i

s∑

l=0

(−1)l

(ξ + ξk)l+1

s!

(s− l)!

d

dx
V {f s−l

k , ϕ}, (2.7)

а при ξ 6= ξk

f s
k1ϕ2 + f s

k2ϕ1 = i

s∑

l=0

(−1)l

(ξk − ξ)l+1

s!

(s− l)!

d

dx
W{f s−l

k , ϕ}, s = 0, mk − 1, (2.8)

где V {f, g} ≡ f1g1 + f2g2.
Следующее утверждение также можно доказать непосредственной проверкой.

Лемма 2.3. Если ϕk = (ϕk1, ϕk2)
T — собственная вектор-функция оператора L с потенци-

алом u(x), соответствующая собственному значению ξk, то справедливы равенства

∫
∞

−∞

u(ϕ2
k1 − ϕ2

k2) dx = 0,

∫
∞

−∞

ux(ϕ
2
k1 + ϕ2

k2) dx = 0,

∫
∞

−∞

u3(ϕ2
k1 − ϕ2

k2) dx = 0,

∫
∞

−∞

uxx(ϕ
2
k1 − ϕ2

k2) dx = 0.

§ 3. Эволюция данных рассеяния

Пусть потенциал u(x, t) в системе уравнений LY = ξY является решением следующего
уравнения:

ut + α(t)(uxxx + 6u2ux) = G(x, t), (3.1)

где G(x, t) = −β(t)ux(x, t) + iγ(t)

∫
∞

−∞

(φ2
1 − φ2

2) dη.
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Операторы L и

A = α(t)

(
−4iξ3 + 2iu2ξ 4uξ2 + 2iuxξ − 2u3 − uxx

−4uξ2 + 2iuxξ + 2u3 + uxx 4iξ3 − 2iu2ξ

)
(3.2)

удовлетворяют соотношению Лакса

[L,A] ≡ LA− AL = iα(t)

(
0 −6u2ux − uxxx

−6u2ux − uxxx 0

)
. (3.3)

Поэтому уравнение (3.1) можно переписать в виде

Lt + [L,A] = iR, (3.4)

где R =

(
0 −G

−G 0

)
.

Дифференцируя равенство Lϕ = ξϕ относительно t, учитывая (3.4), имеем

(L− ξ)(ϕt − Aϕ) = −iRϕ.

Используя метод вариации постоянных, можно записать

ϕt − Aϕ = B(x)ψ +D(x)ϕ. (3.5)

Тогда для определения B(x) и D(x) получаем

MBxψ +MDxϕ = −Rϕ, (3.6)

где M =

(
1 0
0 −1

)
. Для решения уравнения (3.6) вводим следующие обозначения ϕ̂ =

= (ϕ2, ϕ1)
T , ψ̂ = (ψ2, ψ1)

T . Согласно (3.3) и определению вронскиана справедливы следую-
щие равенства:

ψ̂ TMϕ = −ϕ̂ TMψ = a, ψ̂ TMψ = ϕ̂ TMϕ = 0.

Умножая (3.6) на ϕ̂ T и ψ̂ T , получаем

Bx =
ϕ̂ TRϕ

a
, Dx = −

ψ̂ TRϕ

a
.

Согласно (3.2), при x→ −∞ имеем

ϕt −Aϕ→

(
4iξ3α(t)

0

)
e−iξx.

Поэтому на основании (3.5) при x→ −∞, имеем

D(x) → 4iξ3α(t), B(x) → 0.

Следовательно, из (3.6) можно определить

D(x) = −
1

a

∫ x

−∞

ψ̂ TRϕdx+ 4iξ3α(t), B(x) =
1

a

∫ x

−∞

ϕ̂ TRϕdx.

Таким образом, равенство (3.5) имеет следующий вид

ϕt − Aϕ =
1

a

∫ x

−∞

ϕ̂ TRϕdxψ +

(
−
1

a

∫ x

−∞

ψ̂ TRϕdx+ 4iξ3α(t)

)
ϕ. (3.7)
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Согласно (2.3), равенство (3.7) можно переписать в следующем виде

atψ̃ + btψ − A(aψ̃ + bψ) =
1

a

∫ x

−∞

ϕ̂ TRϕdxψ +

(
−
1

a

∫ x

−∞

ψ̂ TRϕdx+ 4iξ3α(t)

)
(aψ̃ + bψ

)
.

Переходя в последнем равенстве к пределу при x → +∞ и учитывая (3.2), мы можем
вывести следующие равенства

at = −

∫
∞

−∞

ψ̂TRϕdx, bt =
1

a

∫
∞

−∞

ϕ̂ TRϕdx−
b

a

∫
∞

−∞

ψ̂ TRϕdx+ 8iξ3α(t)b.

Следовательно, при Im ξ = 0 имеем

dr+

dt
= 8iξ3α(t)r+ −

1

a2

∫
∞

−∞

G(ϕ2
1 + ϕ2

2) dx. (3.8)

Лемма 3.1. Если вектор-функция ϕ(x, ξ) является решением уравнения (2.1), то ее компо-

ненты удовлетворяют следующему равенству

∫ +∞

−∞

G(ϕ2
1 + ϕ2

2) dx = 2a(ξ)b(ξ)

(
iξβ(t)− v. p.

∫
∞

−∞

γ(t)h2(η, t)

η + ξ
dη + iπγ(t)h2(ξ, t)

)
. (3.9)

Здесь v. p. — интеграл в смысле главного значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычислим следующий интеграл, используя формулы (2.1), (2.2)
и (2.3):

−

∫
∞

−∞

β(t)ux(ϕ
2
1 + ϕ2

2) dx = −β(t)

∫
∞

−∞

(ϕ2
1 + ϕ2

2) du =

= −β(t)u(ϕ2
1 + ϕ2

2)
∣∣∣
∞

−∞

+β(t)

∫
∞

−∞

u(ϕ2
1 + ϕ2

2)
′ dx = 2iξβ(t)a(ξ)b(ξ).

Таким образом, мы получили следующее равенство:
∫

∞

−∞

β(t)ux(ϕ
2
1 + ϕ2

2) dx = −2iξβ(t)a(ξ)b(ξ). (3.10)

В дальнейшем для упрощения записи, если это не существенно, зависимость функций от t
не будем писать.

Согласно лемме 2.1 имеем
∫ +∞

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
dx =

i

2
×

× lim
R→∞

((
φ1(x, η)ϕ1(x, ξ) + φ2(x, η)ϕ2(x, ξ)

)2

η + ξ
+

(
φ1(x, η)ϕ2(x, ξ)− φ2(x, η)ϕ1(x, ξ)

)2

η − ξ

)∣∣∣∣∣

R

−R

.

В силу (1.4) φ(x, η, t) = h(η, t)
(
ψ̃(x, η, t) + ψ(x, η, t)

)
, поэтому, используя асимптотики

для ϕ(x, ξ, t) и формулы Сохоцкого [28], находим

γ(t)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
dx dη =

= 2a(ξ)b(ξ)γ(t)

(
iπh2(ξ, t)− v. p.

∫
∞

−∞

h2(η, t)

ξ + η
dη

)
.

(3.11)

Согласно равенствам (3.10) и (3.11), получаем формулу (3.9).
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Используя равенства (3.8) и (3.9), имеем

dr+

dt
=
(
8iξ3α(t)− 2iξβ(t)

)
r+ +

+

(
−2iπh2(ξ, t)γ(t) + v. p.

∫
∞

−∞

2γ(t)h2(η, t)

η + ξ
dη

)
(Im ξ = 0).

(3.12)

Лемма 3.2. Если система функций {u(x, t), ϕ1(η, x, t), ϕ2(η, x, t)} является решением зада-

чи (1.1)–(1.6), то собственные значения оператора L(t) с потенциалом u(x, t) не зависят

от t:

mk(t) = mk(0), ξk(t) = ξk(0), k = 1, 2, . . . , N. (3.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξk — собственное значение оператора L(t) кратности mk

с собственной вектор-функцией ϕk = (ϕk1, ϕk2)
T . Предположим, что собственное значе-

ние ξk простое, то есть mk = 1. Продифференцировав по t равенство

Lϕk = ξkϕk,

имеем
∂L

∂t
ϕk + L

∂ϕk

∂t
=
dξk

dt
ϕk + ξk

∂ϕk

∂t
. (3.14)

Подставляя Lt из (3.4) в (3.14), получаем

(L− ξk)

(
∂ϕk

∂t
− Aϕk

)
=
dξk

dt
ϕk − iRϕk. (3.15)

Умножая обе части равенства (3.15) слева на ϕ̂T
k ≡ (ϕk2, ϕk1), проинтегрируем по x от −∞

до ∞. Замечая, что ∫
∞

−∞

ϕ̂T
k (L− ξk)

(
∂ϕk

∂t
− Aϕk

)
dx = 0,

получим

dξk

dt
=

(∫
∞

−∞

(Gϕ2
k1 +Gϕ2

k2) dx

)(
2i

∫
∞

−∞

ϕk1ϕk2 dx

)
−1

, k = 1, N.

С другой стороны, согласно лемме 2.1

iγ(t)

∫ +∞

−∞

∫
∞

−∞

(φ2
1 − φ2

2)(ϕ
2
k1 + ϕ2

k2) dη dx =

= −
γ(t)

2
lim
R→∞

((
φ1(x, η)ϕk1 + φ2(x, η)ϕk2

)2

η + ξk
+

(
φ1(x, η)ϕk2 − φ2(x, η)ϕk1

)2

η − ξk

)∣∣∣∣∣

R

−R

= 0.

(3.16)

Теперь вычислим следующий интеграл
∫

∞

−∞

β(t)ux(ϕ
2
k1 + ϕ2

k2) dx = β(t)u(x, t)(ϕ2
k1 + ϕ2

k2)
∣∣∣
+∞

−∞

+

+ 2β(t)

∫ +∞

−∞

u(x, t)(ϕk1ϕ
′

k1 + ϕk2ϕ
′

k2) dx =

= β(t)u(x, t)(ϕ2
k1 + ϕ2

k2)
∣∣∣
+∞

−∞

+ 2iξkβ(t)ϕk1ϕk2

∣∣∣
+∞

−∞

= 0.
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Согласно равенству (3.16) и последнему соотношению, имеем
∫

∞

−∞

G(ϕ2
k1 + ϕ2

k2) dx = 0.

Следовательно,
dξk

dt
= 0.

При mk 6= 1 это доказательство не работает, поскольку равенство

da(ξ)

dξ

∣∣∣∣
ξ=ξk

= −
2i

χk
0

∫
∞

−∞

ϕk1ϕk2 dx,

подразумевает ∫
∞

−∞

ϕk1ϕk2 dx = 0. (3.17)

В этом случае, дифференцируя по t равенство

L
(1)
ϕk = ξk

(1)
ϕk +ϕk

относительно t, получаем

(L− ξk)

(
∂

∂t

(1)
ϕk −A

(1)
ϕk

)
−
∂ϕk

∂t
+ Aϕk =

dξk

dt

(1)
ϕk −iR

(1)
ϕk . (3.18)

Умножим обе части равенства (3.18) слева на ϕ̂T
k и проинтегрируем по x от −∞ до ∞:

∫
∞

−∞

ϕ̂T
k

(
(L− ξk)

(
∂

(1)
ϕk

∂t
− A

(1)
ϕk

)
−
∂ϕk

∂t
+ Aϕk

)
dx =

∫
∞

−∞

ϕ̂T
k

(
dξk

dt

(1)
ϕk −iR

(1)
ϕk

)
dx. (3.19)

Дифференцируя равенство (3.17) по t, получаем
∫

∞

−∞

ϕ̂T
k

∂ϕk

∂t
dx = 0.

Согласно определению оператора A и лемме 2.3, имеем
∫

∞

−∞

ϕ̂T
kAϕk dx = 0.

Таким образом, левая часть равенства (3.19) равна нулю, следовательно

dξk

dt
=

(
i

∫
∞

−∞

G
(

(1)
ϕk1 ϕk1 + ϕk2

(1)
ϕk2

)
dx

)(
2

∫
∞

−∞

(
(1)
ϕk1 ϕk2 + ϕk1

(1)
ϕk2

)
dx

)
−1

.

Согласно лемме 2.1 и формул (2.7) и (2.8)

iγ(t)

∫
∞

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)( (1)
ϕk1 ϕk1 +

(1)
ϕk2 ϕk2

)
dx = −

γ(t)

2
×

× lim
R→∞

(
V
{
φ,

(1)
ϕk

}
V {φ, ϕk}

η + ξk
−

(
V {φ, ϕk}

)2

2(η + ξk)2
+
W
{
φ,

(1)
ϕk

}
W{φ, ϕk}

η − ξk
−

(
W{φ, ϕk}

)2

2(η − ξk)2

)∣∣∣∣∣

R

−R

= 0.
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Теперь вычислим следующий интеграл:

−

∫ +∞

−∞

β(t)ux

(
(1)
ϕk1 ϕk1 +

(1)
ϕk2 ϕk2

)
dx = −β(t)

∫ +∞

−∞

(
(1)
ϕk1 ϕk1 +

(1)
ϕk2 ϕk2

)
du =

= β(t)

∫ +∞

−∞

u(x, t)
(

(1)
ϕk1x ϕk1 +

(1)
ϕk1 ϕk1x +

(1)
ϕk2x ϕk2 +

(1)
ϕk2 ϕk2x

)
dx =

= β(t)
(
iξk

(1)
ϕk1 ϕk2 + iξk

(1)
ϕk2 ϕk1 + iϕk1ϕk2

)∣∣∣∣
+∞

−∞

= 0.

Следовательно,
dξk

dt
= 0.

Перепишем равенство (3.7) в виде

∂ϕ

∂t
− Aϕ =

1

a(ξ)

[∫ x

−∞

G
(
ψ1(x, ξ)ϕ1(x, ξ) + ψ2(x, ξ)ϕ2(x, ξ)

)
dx

]
ϕ(x, ξ)−

−
1

a(ξ)

[∫ x

−∞

G
(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
dx

]
ψ(x, ξ) + 4iξ3α(t)ϕ(x, ξ).

(3.20)

Используя лемму 2.1 и асимптотику для ϕ, φ, имеем

iγ(t)

∫
∞

−∞

∫ x

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)(
ϕ1(x, ξ)ψ1(x, ξ) + ϕ2(x, ξ)ψ2(x, ξ)

)
dx dη =

= −
γ(t)

2

∫ +∞

−∞

(
φ1(x, η)ψ1(x, ξ) + φ2(x, η)ψ2(x, ξ)

)(
φ1(x, η)ϕ1(x, ξ) + φ2(x, η)ϕ2(x, ξ)

)

η + ξ
dη =

−
γ(t)

2

∫ +∞

−∞

(
φ1(x, η)ψ2(x, ξ)− φ2(x, η)ψ1(x, ξ)

)(
φ1(x, η)ϕ2(x, ξ)− φ2(x, η)ϕ1(x, ξ)

)

η − ξ
dη +

+ γ(t)a(ξ)

∫ +∞

−∞

h2(η, t)
(
a(η)ā(η)− b(η)b̄(η)

)

η + ξ
dη.

Следовательно,

iγ(t)

∫ +∞

−∞

∫ x

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
dx dη =

= −
γ(t)

2

∫
∞

−∞

(
φ1(x, η)ϕ1(x, ξ) + φ2(x, η)ϕ2(x, ξ)

)2

η + ξ
dη −

−
γ(t)

2

∫
∞

−∞

(
φ1(x, η)ϕ2(x, ξ)− φ2(x, η)ϕ1(x, ξ)

)2

η − ξ
dη.

На основании двух последних равенств и леммы 2.1 имеем следующее равенство

iγ(t)

∫
∞

−∞

∫ x

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)(
ϕ1(x, ξ)ψ1(x, ξ) + ϕ2(x, ξ)ψ2(x, ξ)

)
dx dη ϕ(x, ξ) =

= −iγ(t)

∫
∞

−∞

∫ x

−∞

(
φ2
1(x, η)− φ2

2(x, η)
)(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
dx dη ψ(x, ξ) =

= −
γ(t)

2

∫
∞

−∞

C(x, η, t)

η + ξ
dηa(ξ)ϕ(x, ξ) + γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)
(
a(η)ā(η)− b(η)b̄(η)

)

η + ξ
dηa(ξ)ϕ(x, ξ),

(3.21)
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где C(x, η, t) — следующая матрица

C =

(
φ1(x, η)φ2(x, η) + φ1(x,−η)φ2(x,−η) φ2

2(x, η)− φ2
1(x,−η)

−φ2
1(x, η) + φ2

2(x,−η) −φ1(x, η)φ2(x, η)− φ1(x,−η)φ2(x,−η)

)
.

Из (1.4) следует, что

lim
x→∞

C(x, η, t) = 2h2(η, t)

(
1 0
0 −1

)
.

Используя формулы (1.6), (2.1), (2.2) и (2.3), вычислим следующий интеграл:
∫ x

−∞

ux(ϕ1ψ1 + ϕ2ψ2) dx = u(x, t)(ϕ1ψ1 + ϕ2ψ2)−

∫ x

−∞

(ϕ1ψ2 + ϕ2ψ1)
′ dx =

= u(x, t)(ϕ1ψ1 + ϕ2ψ2) + 2iξϕ2ψ1.

(3.22)

Точно так же показывается справедливость следующего равенства
∫ x

−∞

ux
(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
dx = u(x, t)

(
ϕ2
1(x, ξ) + ϕ2

2(x, ξ)
)
− 2iξϕ1(x, ξ)ϕ2(x, ξ). (3.23)

Таким образом, согласно равенствам (3.21), (3.22) и (3.23), равенство (3.20) можно перепи-
сать в следующем виде:

∂ϕ(x, ξ)

∂t
−Aϕ(x, ξ) = γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)
(
a(η)ā(η)− b(η)b̄(η)

)

η + ξ
dη

(
ϕ1(x, ξ)
ϕ2(x, ξ)

)
−

−
γ(t)

2

∫
∞

−∞

C(x, η, t)

η + ξ
dη

(
ϕ1(x, ξ)
ϕ2(x, ξ)

)
+ β(t)u(x, t)

(
−ϕ2(x, ξ)
ϕ1(x, ξ)

)
−

− 2iξβ(t)

(
0

ϕ2(x, ξ)

)
+ 4iξ3α(t)

(
ϕ1(x, ξ)
ϕ2(x, ξ)

)
.

(3.24)

Дифференцируя равенство (3.24) (mn − 1) раз по ξ и полагая ξ = ξn, получим следующее
выражение:

∂
(mn−1)
ϕn

∂t
− α(t)

(
−4iξ3n + 2iuξn 4uξ2n + 2iuxξn − 2u3 − uxx

−4iξ2n + 2iuxξn + 2iu3 + uxx −4iξ3n − 2iu2ξn

)
(mn−1)
ϕn −

− C1
mn−1α(t)

(
−12iξ2n + 2iu2 8uξn + 2iux
−8iξn + 2iux 12iξ2n − 2iu2

)
(mn−2)
ϕn −

− C2
mn−1α(t)

(
−24iξn 8u
−8u 24iξn

)
(mn−3)
ϕn −C3

mn−1α(t)

(
−24i 0
0 24i

)
(mn−4)
ϕn =

= γ(t)
mn−1∑

s=0

Cs
mn−1

∫
∞

−∞

(−1)(mn−1−s)h2(η, t)(mn − 1− s)!

(η + ξn)(mn−s)

(
a(η)a(η)− b(η)b(η)

)
dη

(s)
ϕn−

−
γ(t)

2

mn−1∑

s=0

C3
mn−1

∫
∞

−∞

(−1)(mn−1−s)(mn − 1− s)!

(η + ξn)(mn−s)
C(x, η, t) dη

(s)
ϕn+

+ 4iξ3nα(t)
(mn−1)
ϕn +C1

mn−112iξ
2
nα(t)

(mn−2)
ϕn +C2

mn−112iξnα(t)
(mn−3)
ϕn +C3

mn−14iα(t)
(mn−4)
ϕn +

+ β(t)


−

(mn−1)
ϕ2n

(mn−1)
ϕ1n


− 2iξnβ(t)

(
0

(mn−1)
ϕ2n

)
− 2i(mn − 1)β(t)

(
0

(mn−2)
ϕ2n

)
. (3.25)
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Используя (2.1), (2.4) и (3.20), перейдем в равенстве (3.25) к переделу при x → ∞.

Приравнивая коэффициенты при

(
0
1

)
(ix)seiξnx, s = mn − 1, mn − 2, . . . , 0, и используя

равенство a(ξ)ā(ξ) =
1

1 + r+(ξ)r+(−ξ)
, получаем

dχn
0

dt
=

(
8iξ3nα(t)− 2iξnβ(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
0 ,

dχn
1

dt
=

(
8iξ3nα(t)− 2iξnβ(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
1 +

+

(
24iξ2nα(t)− 2iβ(t)− 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)2
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
0 ,

dχn
2

dt
=

(
8iξ3nα(t)− 2iξnβ(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)
(
1 + r+(η)r+(−η))

dη

)
χn
2 +

+

(
24iξ2nα(t)− 2iβ(t)− 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)2
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
1 +

+

(
24iξnα(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)3
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
0 ,

dχn
3

dt
=

(
8iξ3nα(t)− 2iξnβ(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
3 +

+

(
24iξ2nα(t)− 2iβ(t)− 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)2
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
2 +

+

(
24iξnα(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)3
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
1 +

+

(
8iα(t)− 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)4
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
0 ,

dχn
l

dt
=

(
8iξ3nα(t)− 2iξnβ(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
l +

+

(
24iξ2nα(t)− 2iξnβ(t)− 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)2
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
l−1 +

+

(
24iξnα(t) + 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)3
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
l−2 +

+

(
8iα(t)− 2γ(t)

∫
∞

−∞

h2(η, t)

(η + ξn)4
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
l−3 +

+ 2γ(t)

l−4∑

s=0

(∫
∞

−∞

(−1)l−sh2(η, t)

(η + ξn)l−s+1
(
1 + r+(η)r+(−η)

) dη
)
χn
s ,

n = 1, N, l = 4, mn − 1.

(3.26)

Таким образом, нам удалось доказать следующую теорему.

Теорема 3.1. Если система функций
{
u(x, t), φ1(x, η, t), φ2(x, η, t)

}
является решением за-

дачи (1.1)–(1.6), то данные рассеяния несамосопряженного оператора L(t) с потенциа-

лом u(x, t) удовлетворяют дифференциальным уравнениям (3.12), (3.13) и (3.26).
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Замечание 3.1. Полученные равенства полностью определяют эволюцию данных рас-
сеяния, что позволяет применить метод обратной задачи рассеяния для решения зада-
чи (1.1)–(1.6).

Пусть задана функция u0(x), удовлетворяющая условию (1.3). Тогда решение зада-
чи (1.1)–(1.6) находится по следующему алгоритму:

• решаем прямую задачу рассеяния с начальной функцией u0(x) и получаем данные
рассеяния

{
r+(ξ, 0), ξ ∈ R; ξk(0), Im ξk > 0; χk

j (0), k = 1, N ; j = 0, mk − 1
}

для оператора L(0);

• используя результаты теоремы 3.1, находим данные рассеяния оператора L(t) при
t > 0:

{
r+(ξ, t), ξ ∈ R; ξk(t), Im ξk > 0; χk

j (t), k = 1, N ; j = 0, mk − 1
}
;

• методом, основанным на интегральном уравнении Гельфанда–Левитана–Марченко ре-
шаем обратную задачу рассеяния, то есть находим единственную (согласно теоре-
ме 2.1) u(x, t) по данным рассеяния при t > 0, полученным на предыдущем шаге;

• после этого решаем прямую задачу для оператора L(t) с потенциалом u(x, t) и нахо-
дим функции φ1(x, η, t), φ2(x, η, t).

Пример 3.1. Рассмотрим следующую задачу Коши

ut + t2(6u2ux + uxxx) +
(
−4t2 + (4 + iπ)t + 1 + iπ

)
ux = i(t + 1)

∫
∞

−∞

(φ2
1 − φ2

2) dη, (3.27)

L(t)φ = ηφ, x ∈ R, h(η, t) =
1√
η2 + 1

, (3.28)

u(x, 0) = −
2

ch 2x
. (3.29)

Данные рассеяния оператора L(0) имеют вид:

r+(0) = 0, ξ1(0) = i, χ0(0) = 2i.

На основании теоремы 3.1, имеем

ξ1(t) = ξ1(0) = i, r+(t) = 0, χ0(t) = 2ie4t
2+2t.

Следовательно, F (x, t) = 2e−x+4t2+2t. Решая интегральное уравнение

K1(x, y, t)− 2e−x−y+4t2+2t + 4e8t
2+4t

∫
∞

x

∫
∞

x

K1(x, s, t)e
−z−2s ds dz = 0,

получим

K1(x, y, t) =
2e−x−y+4t2+2t

1 + e8t
2+4t−4x

.
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Откуда находим решение задачи Коши (3.27)–(3.29):

u(x, t) =
−2

ch(2x− 4t2 − 2t)
,

φ1(x, η, t) =
eiηx

(1− iη)
√

1 + η2 ch(2x− 4t2 − 2t)
+

e−iηx

√
1 + η2

(
1−

e−2x+4t2+2t

(1 + iη) ch(2x− 4t2 − 2t)

)
,

φ2(x, η, t) =
eiηx√
1 + η2

(
1−

e−2x+4t2+2t

(1− iη) ch(2x− 4t2 − 2t)

)
−

e−iηx

√
1 + η2(1 + iη) ch(2x− 4t2 − 2t)

.
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The work is devoted to the integration of the modified Korteweg–de Vries equation with time-dependent
coefficients, an additional term and an integral source in the class of rapidly decreasing functions using the
inverse scattering problem method. In this paper, we consider the case when the Dirac operator included
in the Lax pairs is not self-adjoint, therefore the eigenvalues of the Dirac operator can be multiples. The
evolution of scattering data is obtained for the non-self-adjoint Dirac operator, the potential of which is a
solution of the modified Korteweg–de Vries equation with time-dependent coefficients, with an additional
term and with an integral source of a class of rapidly decreasing functions. An example is given to
illustrate the application of the results obtained.
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