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ИССЛЕДОВАНИЕ ОРБИТАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ПРЯМОЛИНЕЙНЫХ
КАЧЕНИЙ РОЛЛЕР-РЕЙСЕРА ПО ВИБРИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ

В данной работе исследуется задача о качении роллер-рейсера по колеблющейся плоскости. Полу-

чены уравнения движения роллер-рейсера в виде системы четырех неавтономных дифференциаль-

ных уравнений. Указаны два семейства частных решений, которые соответствуют прямолинейным

движениям роллер-рейсера вдоль и перпендикулярно колебаниям плоскости. Приведены численные

оценки мультипликаторов решений, соответствующих движению робота вдоль колебаний. Также

указан частный случай, в котором удается получить аналитические выражения мультипликаторов.

В этом случае показано, что в линейном приближении движение вдоль колебаний «свернутого»

роллер-рейсера орбитально устойчиво при движении шарниром вперед, а все остальные движения

неустойчивы. Показано, что в линейном приближении семейство, соответствующее движению ро-

бота, перпендикулярно колебаниям плоскости — неустойчиво.
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Введение

Данная статья посвящена исследованию частных решений в задаче о качении колесно-

го робота типа роллер-рейсера по подвижной плоскости. Интерес к этой задаче в первую

очередь обусловлен возможной реализацией таких решений на практике при движении ко-

лесных роботов в нестационарных внешних условиях.

Здесь мы ограничимся рассмотрением наиболее простой неголономной моделью каче-

ния без проскальзывания. Применение этой модели позволяет избавиться от степеней сво-

боды связанных с вращением колес и сконцентрироваться на описании динамики самого

робота.

Наиболее простой и хорошо изученной моделью, описывающей движение двухколес-

ного робота, является неголономная модель саней Чаплыгина [1, 2]. Динамика саней Ча-

плыгина под действием периодических внешних сил или с периодически меняющимися

параметрами исследовалась в ряде работ. Например, в [3, 4] исследуется динамика саней

с периодически изменяющимся распределением масс. В частности, в [3] показано, что ма-

лые периодические изменения распределения масс могут приводить к неограниченному

разгону саней. Задача о движении саней при периодических переключениях неголономных

связей рассмотрена в [5].

Более сложными колесными роботами являются двухзвенные транспортные средства,

состоящие из двух платформ с жестко закрепленными на них колесными парами, соеди-

ненных шарниром. Наиболее общую несимметричную конструкцию такого типа обычно

называют роллер-рейсером. Свободная и управляемая динамика роллер-рейсера была рас-

смотрена, например, в работах [6–8]. Движение роллер-рейсера, у которого точка закреп-

ления колесной пары совпадает с точкой сцепки платформ, при периодически движущихся

точечных массах на ведущей платформе рассмотрено в работе [9].

https://doi.org/10.35634/vm220408
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В данной работе мы рассмотрим динамику роллер-рейсера под действием внешних пе-

риодических сил. А именно, его движение по периодически колеблющейся горизонтальной

плоскости. Подобные исследования движения на колеблющейся плоскости проводились для

сферических роботов [10–12]. Например, в работе [11] были указаны частные решения при

качении сфероробота по колеблющейся подложке, а также проанализирована их устойчи-

вость.

Первый параграф данной работы посвящен выводу уравнений движения рассматривае-

мой системы. Во втором параграфе указаны частные решения, соответствующие качению

роллер-рейсера вдоль и поперек колебаний плоскости. Проведен анализ орбитальной устой-

чивости этих решений с помощью оценки собственных значений матрицы монодромии

линеаризованных (в окрестности частных решений) систем. Для частного решения, со-

ответствующего движению вдоль направления колебаний плоскости, оценка собственных

значении проведена численно (подобный подход использовался в работах [13, 14]). Также

приведен частный случай, в котором значения мультипликаторов удается получить в явном

виде [15].

§ 1. Уравнения движения

Рассмотрим свободное движение двухзвенного колесного робота по колеблющейся

плоскости. Будем считать, что робот состоит из двух платформ (звеньев), которые соедине-

ны шарниром. К каждой платформе прикреплены неподвижные колесные пары. Под колес-

ной парой мы будем понимать два колеса, независимо (и свободно) вращающихся на одной

оси.

Относительно рассматриваемой системы примем следующие допущения:

(1) при качении колесного экипажа отсутствует проскальзывание колес относительно

плоскости;

(2) звенья могут поворачиваться относительно точки закрепления (шарнира);

(3) плоскость, по которой движется робот, совершает периодические горизонтальные ко-

лебания в заданном направлении;

(4) у каждой платформы центр масс, точка крепления колесной пары и точка крепления

платформ друг к другу находятся на одной прямой.

Для описания движения робота определим две системы координат (см. рис. 1):

(1) Oxy — неподвижная система координат, ось Oy которой совпадает с направлением

колебаний опорной плоскости;

(2) Px1x2 — система координат, жестко связанная с первой тележкой, начало координат

которой совпадает с точкой крепления платформ друг к другу (точка P на рис. 1),

а ось Px1 направлена вдоль вектора, соединяющего точку крепления платформ

и центр масс платформы (точка C1 на рис. 1).

Положение точки P относительно системы координат Oxy будем задавать с помощью

радиус-вектора r = (x, y). Ориентацию первой платформы относительно Oxy будем опре-

делять с помощью угла ψ, а ориентацию второй платформы относительно первой — углом ϕ
(см. рис. 1). Таким образом, конфигурационное пространство представляет собой

N = {q = (x, y, ψ, ϕ)|ψ, ϕ mod 2π} = R
2 × T

2.
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Рис. 1. Схематичное изображение колесного робота

Для описания движения робота перейдем от обобщенных скоростей q̇ = {ẋ, ẏ, ψ̇, ϕ̇}
к квазискоростям w = (v1, v2, ω1, ω2), где v = (v1, v2) — скорость точки P , записанная

в проекциях на оси подвижной системы координат Px1x2
1, а ω1 и ω2 — угловые скорости

каждой из платформ. Обобщенные скорости q̇ связанны с квазискоростями w следующим

образом:

ẋ = v1 cosψ − v2 sinψ, ẏ = v1 sinψ + v2 cosψ, ψ̇ = ω1, ϕ̇ = ω2 − ω1. (1.1)

Энергия системы и неголономные связи. Кинетическая энергия рассматриваемой си-

стемы имеет вид

T =
1

2
m1v

2

1
+

1

2
i1ω

2

1
+

1

2
m2v

2

2
+

1

2
i2ω

2

2
, (1.2)

где mk — масса k-й платформы (k = 1, 2), ik — момент инерции k-й платформы относитель-

но ее центра масс (k = 1, 2), а v1 = (v11, v12) и v2 = (v21, v22) — скорости центров масс

первой и второй платформ соотвественно. Эти скорости можно выразить через скорость

точки P и угловые скорости платформ следующим образом (см. рис. 1):

v11 = v1, v12 = v2 + c1ω1,

v21 = v1 cosϕ+ v2 sinϕ, v22 = −v1 sinϕ+ v2 cosϕ− c2ω2,
(1.3)

где ck — расстояние от точки закрепления до центра масс k-й платформы. Подставляя (1.3)

в выражение (1.2), получим явный вид кинетической энергии в квазискоростях:

T =
1

2
M(v2

1
+ v2

2
) +

1

2
I1ω

2

1
+

1

2
I2ω

2

2
+m1c1v2ω1 +m2c2(v1 sinϕ− v2 cosϕ)ω2,

где M = m1 +m2, Ik = ik +mkc
2

k — момент инерции k-й платформы относительно точки

закрепления платформ.

Условие непроскальзывания колес накладывает на рассматриваемую систему две явно

зависящие от времени неголономные связи:

f1 = v2 + a1ω1 − ξ̇(t) cosψ = 0,

f2 = −v1 sinϕ+ v2 cosϕ− a2ω2 − ξ̇(t) cos(ψ + ϕ) = 0.
(1.4)

1Здесь и далее будем считать, что все векторы записаны в проекциях на оси подвижной системы коорди-

нат Px1x2, если не оговоренно другое.
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Здесь ak — расстояние от точки закрепления до колесной пары k-й платформы, а ξ(t) —

функция, задающая периодические колебания плоскости. В случае если центр колесной

пары и центр масс k-й платформы находятся по разные стороны от шарнира, ak могут

принимать отрицательные значения.

Замечание 1. Явный вид связей, описывающих условие непроскальзывания, зависит от уг-

ловых скоростей колес. Однако здесь мы рассматриваем только их комбинации, накладыва-

ющие ограничения на скорости тележки. При этом, как показано в [16], угловые скорости

вращения колес могут быть восстановлены с помощью дополнительных квадратур.

Уравнения движения. Уравнения движения рассматриваемой системы в квазискоро-

стях (уравнения Пуанкаре) с учетом неголономных ограничений имеют вид (см., напри-

мер, [17])

d

dt

(
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−
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λi
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,

(1.5)

где λ1, λ2 — неопределенные множители, которые находятся из совместного решения урав-

нений (1.5) и производных по времени от уравнений связей (1.4).

Выразим неопределенные множители λ1, λ2 из третьего и четвертого уравнений (1.5)

и подставим их в первые два уравнения этой системы. Добавим к получившимся уравнени-

ям производные связей (1.4) по времени. В результате получим следующую форму записи

уравнений движения:

(v̇1, v̇2, ω̇1, ω̇2)
T = A−1b, (1.6)

где матрица A и вектор b имеют следующий вид:

A =















Ma2 −m2c2 sin
2 ϕ

a2

m2c2 sinϕ cosϕ

a2
0 −

j2 sinϕ

a2
m2c2 sinϕ cosϕ

a2

a0
a1a2

−
j1
a1

j2 cosϕ

a2
0 1 a1 0

− sinϕ cosϕ 0 −a2















,

j1 = I1 −m1c1a1, j2 = I2 −m2c2a2, a0 =Ma1a2 −m1c1a2 −m2c2a1 cos
2 ϕ,

b =















1

a2

(

m1c1a2ω
2

1
+ (Ma2 −m2c2 sin

2 ϕ)v2ω1 −m2c2v1ω1 sinϕ cosϕ−m2c2a2ω
2

2
cosϕ

)

1

a1a2

(

m2c2a1v2ω1 sinϕ cosϕ− a0v1ω1 −m2c2a1a2ω
2

2
sinϕ

)

ξ̈(t) cosψ − ξ̇ω1 sinψ

ξ̈(t) cos(ψ + ϕ)− ξ̇(t)ω2 sin(ψ + ϕ)− (ω1 − ω2)(v1 cosϕ+ v2 sinϕ)















.

Уравнения (1.6) совместно с кинематическими соотношениями (1.1) образуют замкну-

тую систему уравнений и допускают (по построению) неавтономные интегралы движе-

ния f1, f2, соответствующие связям (1.4). На нулевом уровне этих интегралов f1 = 0,
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f2 = 0 уравнения (1.6), (1.1) описывают движение рассматриваемого колесного экипажа

на колеблющейся по закону ξ(t) плоскости.

Редуцированная система. Заметим, что уравнения для v1, v2, ω1, ω2, ψ, ϕ отделяются

от полной системы (1.6), (1.1). Проведем для этих уравнений процедуру редукции на ну-

левой уровень связей (1.4). Для этого выразим ω1, ω2 из уравнений связи и подставим

в уравнения движения. Таким образом, перейдем к рассмотрению потока в 4-мерном фа-

зовом пространстве M4 = {z = (v1, v2, ψ, ϕ)} = R
2 × T

2. В результате получим систему

четырех неавтономных дифференциальных уравнений

(v̇1, v̇2, ψ̇, ϕ̇)
T = Â−1b̂, (1.7)

где матрица Â имеет следующий вид:

Â =

















Ma2
2
− k2 sin

2 ϕ

a2
2

k2 sin 2ϕ

2a2
2

0 0

k2 sin 2ϕ

2a2
2

Ma2
1
a2
2
− k1a

2

2
− k2a

2

1
cos2 ϕ

a2
1
a2
2

0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















,

k1 = m1c1a1 − j1, k2 = m2c2a2 − j2,

а вектор b может быть представлен в форме

b̂ = b2(v1, v2, ϕ) + b1(v1, v2, ξ̇(t), ψ, ϕ) + b0(ξ̈(t), ξ̇(t), ψ, ϕ),

где bk — векторы, компоненты которых являются однородными полиномами степени k
по скоростям v1, v2 с коэффициентами достаточно громоздкого вида. Явные выражения

для bk можно получить, подставив угловые скорости ω1, ω2, выраженные из связей (1.4),

в уравнения (1.6).

Рассмотрим далее частные решения полученной системы (1.7).

§ 2. Частные решения

Рассмотрим систему (1.7) при периодических колебаниях плоскости, которые задаются

следующим законом:

ξ(t) = ε sinΩt. (2.1)

Здесь ε и Ω — амплитуда и частота колебаний соотвественно. При колебаниях (2.1) уравне-

ния (1.7) имеют два семейства частных решений, которые соответствуют прямолинейному

движению рассматриваемого робота вдоль и поперек направления колебаний плоскости.

Рассмотрим вопрос об орбитальной устойчивости каждого из семейств.

2.1. Движение вдоль направления колебаний плоскости. Семейство частных решений,

соответствующих движению роллер-рейсера вдоль колебаний, задается следующим обра-

зом:

σ
‖
0,π : v1 = v0, v2 = 0, ψ =

π

2
, ϕ = 0, π, (2.2)

где v0 = const — параметр семейства, угол ϕ = 0 соотвествует «развернутому» роботу

(см. рис. 2, a), а ϕ = π — «свернутому» роботу, при этом исключается случай a1 = a2
(см. рис. 2, b).
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Рис. 2. Схематические изображения роллер-рейсера, соответствующие частным решени-

ям (2.2)

Исследуем устойчивость решения σ
‖
0
. Для этого линеаризуем уравнения (1.7) в окрест-

ности этого решения. Уравнения для вектора отклонений от частного решения δz =
= (δv1, δv2, δψ, δϕ) имеют вид:

δż = J
‖
0
δz, (2.3)

где матрица J
‖
0

— якобиан системы (1.7) на решении σ
‖
0
, которая имеет вид
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, (2.4)
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− a3

2
j1
)

cos(Ωt),

j23 = v0a1 cos(Ωt)
(

(−Ma1 + c1m1)a
3

2
+ 2m2a1c2a

2

2
+ a1a2(a2c2m2 − j2)− j2a

2

1

)

+

+ εΩ
(

j2a
3

1
− a3

2
j1
)

cos2(Ωt)− a1a2(j1a
2

2
+ j2a

2

1
)Ω sin(Ωt),

j24 = −εΩ2a2 sin(Ωt) + (εΩcos(Ωt)− v0)
2,

∆ = a1a2
(

a2
1
(Ma2

2
− a2c2m2 + j2)− a2

2
(a1c1m1 − j1)

)

.

Матрица J
‖
π для семейства σ

‖
π при ϕ = π получается из матрицы (2.4) с помощью следую-

щего преобразования

J‖
π = J

‖
0

∣

∣

a2→−a2
c2→−c2

.

Это следует из наличия у системы (1.7) симметрии вида

ϕ→ ϕ+ π, c2 → −c2, a2 → −a2.

Полученная матрица линеаризованной системы J
‖
0

(J
‖
π) представляет собой матрицу

с периодическими коэффициентами. В этом случае для анализа устойчивости системы (2.3)
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необходимо построить матрицу монодромии, то есть найти решение матричной задачи Ко-

ши в момент времени T = 2π/Ω:

Q̇ = JQ, Q(0) = E, (2.5)

где E — единичная матрица. Обозначим через µk (k = 1, . . . , 4) собственные значения

матрицы монодромии Q(T ) , которые являются мультипликаторами системы (2.3). Реше-

ние δz = 0 линеаризованной системы (2.3) является (см., например, [18, c. 189]) устой-

чивым при |µk| 6 1, причем каждому мультипликатору |µk| = 1 должна соответствовать

жорданова клетка размером 1× 1.
В общем случае решение системы уравнений (2.5) не может быть найдено аналити-

чески. Поэтому приведем результаты численной оценки мультипликаторов системы (2.3)

в зависимости от амплитуды ε и частоты Ω колебаний.

Заметим, что одно из собственных чисел матрицы монодромии равно единице (µ4 = 1).
Оно соотвествует параметру семейства v0 и характеризует линейную по времени неустой-

чивость при малом изменении скорости движения вдоль прямой. Однако такое возмущение

не приводит к уходу от прямолинейного движения. Поэтому при исследовании орбитальной

устойчивости его можно исключить из рассмотрения.

На рис. 3 приведены мультипликаторы решения σ
‖
0

при v0 = −0.1 и следующих значе-

ниях параметров:

I1 = 0.0498, I2 = 0.0098, a1 = 0.19, a2 = 0.05, c1 = 0.1610, c2 = 0.0487,

m1 = 0.61, m2 = 0.33.
(2.6)

Параметры (2.6) соответствуют экспериментальной модели роллер-рейсера, динамика ко-

торого изучалась в работе [19]. Из рис. 3 видно, что один из мультипликаторов больше

единицы: µ1 > 1. Следовательно, при параметрах (2.6) движение вдоль направления ко-

лебаний развернутого роллер-рейсера неустойчиво. Заметим, что при движении роллер-

рейсера с параметрами (2.6) в противоположную сторону, чему соотвествует v0 = 0.1, так-

же существует мультипликатор, значение которого строго больше единицы. Таким образом,

движение роллер-рейсера с параметрами (2.6) вдоль колебаний в развернутом положении

неустойчиво.

На рис. 4 и 5 приведены мультипликаторы для решения σ
‖
π при параметрах (2.6),

v0 = −0.1 и v0 = 0.1 соответственно. Из рис. 4 видно, что при v0 = −0.1 мультиплика-

торы µ1 и µ2 меньше единицы, а значения µ3 с точностью до ошибок численного счета

равны единице. Из рис. 5 следует, что при v0 = 0.1 и параметрах (2.6) значения µ1 и µ2

больше единицы, а значит решение неустойчиво.

Рис. 3. Мультипликаторы решения σ
‖
0

при v0 = −0.1 и параметрах (2.6)
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Рис. 4. Мультипликаторы решения σ
‖
π при v0 = −0.1 и параметрах (2.6)

Рис. 5. Мультипликаторы решения σ
‖
π при v0 = 0.1 и параметрах (2.6)

Таким образом, при параметрах робота, соответствующих реальному роллер-рейсе-

ру [19], движение «развернутого» робота вдоль направления колебаний неустойчиво. В слу-

чае «свернутого» робота движение вдоль колебаний шарниром вперед устойчиво в рамках

линейной модели и неустойчиво в обратном направлении. Однако, в силу существования

единичного мультипликатора, из устойчивости в рамках линейной модели не следует устой-

чивость решения для полной системы. Доказательство устойчивости движения в рамках

полной нелинейной модели требует дополнительного исследования.

Рассмотрим специальный случай, при котором возможно построить матрицу Q(T ) в яв-

ном виде.

2.1.1 Случай I1 = m1c1a1, I2 = m2c2a2

Рассмотрим значения моментов инерции I1 = m1c1a1, I2 = m2c2a2. Из положительной

определенности моментов инерции ik следует, что в рассматриваемом случае должны вы-

полняться неравенства a1 > c1, a2 > c2, то есть каждая колесная пара прикрепляется

за центром масс платформы. Кроме того, оба значения ak положительны. Заметим, что

уравнения (1.7) при таких значениях I1, I2 упрощаются и в них пропадает зависимость

от ускорения ξ̈ плоскости.

Рассмотрим частные решения, соответствующие движению робота вдоль колебаний

плоскости. При I1 = m1c1a1, I2 = m2c2a2 матрица линеаризации J
‖
0

упрощается и при-

нимает вид

J
‖
0
=



















0 0 0 0

0
v0
a1

εΩv0
a1

cos(Ωt) 0

0 −
1

a1
−
εΩ

a1
cos(Ωt) 0

0
a1 + a2
a1a2

a1 + a2
a1a2

εΩcos(Ωt) −
v0 − εΩcos(Ωt)

a2



















.
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В этом случае решение матричной задачи Коши (2.5) может быть записано в виде

Q(t) =











1 0 0 0
0 1− v0q32(t) v0 − v0q33(t) 0
0 q32(t) q33(t) 0

0 q42(t) q43(t) e
ε sin(Ωt)−v0t

a2











,

где q32(t), q42(t), q33(t), q43(t) — интегралы следующего вида:

q32(t) = −
1

a1
e
−

ε sin(Ωt)−v0t
a1

t
∫

0

e
ε sin(Ωτ)−v0τ

a1 dτ,

q42(t) =
1

a1a2
e

ε sin(Ωt)−v0t

a2

t
∫

0

(a1 + a2)(1 + q32(τ) (εΩcos(Ωτ)− v0)) e
−

ε sin(Ωτ)−v0τ

a1 dτ,

q33(t) = −
1

a1
e
−

ε sin(Ωt)−v0t
a1



v0

t
∫

0

e
ε sin(Ωτ)−v0τ

a1 dτ − a1



,

q43(t) =
1

a1a2
e

ε sin(Ωt)−v0t
a2

t
∫

0

(a1 + a2)(v0 + q33(τ) (εΩcos(Ωτ)− v0)) e
−

ε sin(Ωτ)−v0τ
a1 dτ.

Замечание 2. В момент времени t = T функции q32(t) и q33(t) выражаются через специ-

альные функции: функцию Вебера Eν(z) и функцию Ангера Jν(z) комплексного порядка ν
с комплексным аргументом z [20].

Вычислим собственные значения матрицы монодромии Q(T ), в результате получим

{µk} =

{

1, 1, exp

(

−
2πv0
Ωa2

)

, exp

(

2πv0
Ωa1

)}

. (2.7)

Из выражения (2.7) следует, что в рассматриваемом частном случае (с учетом положитель-

ности ak) всегда существует мультипликатор, значение которого больше единицы (напри-

мер, µ3 > 1 при v0 < 0 или µ4 > 1 при v0 > 0). Таким образом, движение «развернутого»

робота вдоль колебаний неустойчиво.

Рассмотрим частное решение, соответствующее движению «свернутого» робота вдоль

направления колебаний. Подставив J = J
‖
π в уравнение (2.5) и определив из него Q(T ),

получим следующие собственные числа матрицы монодромии:

{µk} =

{

1, 1, exp

(

2πv0
Ωa2

)

, exp

(

2πv0
Ωa1

)}

. (2.8)

В выражении (2.8) один единичный мультипликатор µ1 = 1 соотвествует параметру семей-

ства v0, поэтому исключим его из рассмотрения. В результате, согласно теореме [18, c. 189],

решение σ
‖
π орбитально устойчиво при движении робота шарниром вперед, то есть при

v0 < 0 и a1, a2 > 0. Учитывая, что из экспоненциальной неустойчивости линеаризован-

ной системы следует неустойчивость в рамках полной постановки можем сформулировать

следующее утверждение.

Утверждение 1. При значениях моментов инерции I1 = m1c1a1, I2 = m2c2a2 прямолинейное

движение «свернутого» роллер-рейсера вдоль колебаний плоскости орбитально устойчи-

во в рамках линейной модели при движении шарниром вперед. Движение «развернутого»

роллер-рейсера в направлении колебаний плоскости неустойчиво в полной нелинейной по-

становке.
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2.2. Движение перпендикулярно направлению колебаний плоскости при a1 = c1,
a2 = c2. В случае когда точки закрепления колесных пар совпадают с центрами масс плат-

форм, то есть a1 = c1, a2 = c2, существует семейство частных решений, соответствую-

щих движению роллер-рейсера перпендикулярно колебаниям плоскости. Данное движение

является прямолинейным, но не в подвижной системе координат, а в системе координат,

связанной с колеблющейся плоскостью. Это семейство задается следующим образом:

σ⊥
0,π : v1 = v0, v2 = ξ̇(t), ψ = 0, ϕ = 0, π, (2.9)

где v0 = const — параметр семейства, угол ϕ = 0 соотвествует «развернутому» роботу

(см. рис. 6, a), а ϕ = π — «свернутому» роботу, при этом исключается случай a1 = a2
(см. рис. 6, b).

Рис. 6. Схематические изображения роллер-рейсера, соответствующие частным решени-

ям (2.9)

Исследуем устойчивость данных частных решений. Для этого линеаризуем уравне-

ния (1.7) в окрестности (2.9):

δż = J⊥
0,πδx,

где J⊥
0,π — якобиан системы (1.7), вычисленный на решениях (2.9). Явный вид якобиана для

решения σ⊥
0

, соответствующего движению «развернутого» роллер-рейсера, имеет вид

J⊥
0
=























0 −
εΩcos(Ωt)

a1
0

m2

M
εΩ2 sin(Ωt)

0
v0a1i2(a1 + a2)

a2(a21i2 + a2
2
i1)

0
v2
0
a2
1
i2

a2(a21i2 + a2
2
i1)

0 −
1

a1
0 0

0
a2 + a1
a1a2

0 −
v0
a2























. (2.10)

Матрица J⊥
π для семейства σ⊥

0
, аналогично решениям σ‖, получается из матрицы (2.10)

с помощью следующего преобразования:

J⊥
π = J⊥

0

∣

∣

a2→−a2
c2→−c2

.
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Решая матричную задачу Коши (2.5) при J = J⊥
0

получим следующие собственные

значения матрицы монодромии Q(T ):

{µk} =

{

exp

(

−
2v0π

Ω∆
(−a1i2 + a2i1)

)

, 1, 1, 1}. (2.11)

Для случая J = J⊥
π собственные значения матрицы Q(T ) имеют вид

{µk} =

{

exp

(

2v0π

Ω∆
(a1i2 + a2i1)

)

, 1, 1, 1}. (2.12)

Из выражении (2.11) и (2.12) видно, что у каждого семейства частных решений (при

ϕ = 0 и ϕ = π) существует по три единичных мультипликатора. Один из единичных

мультипликаторов соотвествует параметру семейства v0 и может быть исключен из рас-

смотрения. Как показывают вычисления, оставшимся двум единичным мультипликаторам

соотвествует одна жорданова клетка размерами 2 × 2. Следовательно решения (2.9) в рам-

ках линейного приближения будут неустойчивы независимо от значения µ1. Причем эта

неустойчивость носит линейный по времени характер.

В результате, можно сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 2. При a1 = c1, a2 = c2 прямолинейное движение роллер-рейсера перпендику-

лярно направлению колебаний плоскости:

а) неустойчиво в рамках линейного приближения при движении «свернутого» роллер-

рейсера в направлении шарнира и движении «развернутого» роллер-рейсера в направлении

звена с большим значением величины ik
ak

.

б) неустойчиво в точной нелинейной постановке для всех остальных случаев.

Для анализа устойчивости решений σ⊥
0,π в рамках полной системы необходимо более

подробное исследование с учетом членов разложения более высоких порядков. При этом

решения σ⊥
π при движении в направлении шарнира (v0 < 0), а также решение σ⊥

0
в направ-

лении звена с большим значением величины ik
ak

могут оказаться устойчивыми при рассмот-

рении в рамках полной нелинейной модели.

Заключение

В данной работе показано, что только одно решение, соответствующее прямолиней-

ному движению «свернутого» роллер-рейсера вдоль направления колебаний плоскости,

орбитально устойчиво (но не асимптотически) в линейном приближении. Все остальные

рассмотренные частные решения в линейном приближении — неустойчивы. Дальнейшие

исследования рассматриваемой системы могут быть направлены на анализ устойчивости

найденных решений в точной нелинейной постановке. А также на более подробное иссле-

дование зависимости устойчивости от параметров системы.

Другое интересное направление исследований связанно с общим анализом динамики

роллер-рейсера на колеблющейся плоскости. Данная система представляет интерес для

исследования как компьютерными методами (четырехмерное отображение Пуанкаре, чис-

ленное доказательство неинтегрируемости), так и аналитическими методами, связанными

с теорией усреднения [21, 22].
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This paper addresses the problem of a roller-racer rolling on an oscillating plane. Equations of motion

of the roller-racer in the form of a system of four nonautonomous differential equations are obtained.

Two families of particular solutions are found which correspond to rectilinear motions of the roller-racer

along and perpendicular to the plane’s oscillations. Numerical estimates are given for the multipliers of

solutions corresponding to the motion of the robot along the oscillations. Also, a special case is presented

in which it is possible to obtain analytic expressions of the multipliers. In this case, it is shown that the

motion along oscillations of a “folded” roller-racer is linearly orbitally stable as it moves with its joint

ahead, and that all other motions are unstable. It is shown that, in a linear approximation, the family

corresponding to the motion of the robot is perpendicular to the plane’s oscillations, that is, it is unstable.
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