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О ТОТАЛЬНО ГЛОБАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЭВОЛЮЦИОННОГО
ВОЛЬТЕРРОВА УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА

Пусть H — банахово пространство, T > 0, σ ∈ [1;∞] и задана шкала банаховых пространств W [0; τ ],
τ ∈ (0;T ), индуцированная сужениями из пространства W = W [0;T ]; F : Lσ(0, T ;H) → W —

вольтерров оператор; f [u] : W → Lσ(0, T ;H) — управляемый вольтерров оператор, зависящий от

управления u ∈ U . Рассматривается уравнение вида

x = F
(
f [u](x)

)
, x ∈ W.

Для этого уравнения устанавливаются признаки тотально (по множеству допустимых управлений)

глобальной разрешимости при условии глобальной разрешимости некоторого функционально-инте-

грального неравенства в пространстве R. Во многих частных случаях указанное неравенство может

быть конкретизировано как задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения. Фак-

тически, развивается аналогичный результат, доказанный автором ранее, на этот раз при других,

более удобных для практического использования условиях (хотя и в более частной постановке). От-

дельно рассматриваются случаи: 1) компактного вложения пространств и непрерывности операто-

ров F , f [u] (такой подход автором ранее не использовался); 2) выполнения локально-интегрального

аналога условия Липшица относительно указанных операторов. Во втором случае доказывается так-

же единственность решения. В первом случае применяется теорема Шаудера, во втором — техноло-

гия продолжения решения по времени, то есть продолжения вдоль вольтерровой цепочки. В качестве

примера рассматривается нелинейное волновое уравнение в пространстве R
n.
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Введение

Тотально глобальная разрешимость (ТГР) — это свойство управляемой системы со-

хранять глобальную разрешимость для всех допустимых управлений. Ранее в аналогичном

смысле использовался также термин тотальное сохранение глобальной разрешимости, вве-

денный в работе [1].

Об актуальности проблемы ТГР и истории вопроса мы уже довольно подробно говори-

ли в прежних работах, см., например, [1–7]. Поэтому думается, что нет смысла столь же

подробно останавливаться здесь на этом еще раз.

Говоря совсем коротко, свойство ТГР при наличии еще и свойства единственности реше-

ния управляемой системы полезно по следующим причинам: 1) исходная бесконечномер-

ная задача оптимизации путем конечномерной аппроксимации управления сводится к зада-

че минимизации функции многих переменных (параметров аппроксимации) на известном

множестве простой структуры — аппроксимирующей задаче математического программи-

рования, для решения которой можно использовать стандартные методы (и готовые про-

граммные комплексы), проблему существования решения в ней можно снимать с помощью

классической теоремы Вейерштрасса или ее следствий; 2) существенно упрощается выбор

начального приближения к оптимуму; 3) можно обоснованно ставить различные игровые
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задачи, связанные с управляемыми распределенными системами; 4) за счет упомянутой

выше дискретизации можно применять известные классические и топологические теоремы

о разрешимости системы нелинейных уравнений относительно конечного числа неизвест-

ных для исследования поточечной управляемости.

Отметим, что нарушение глобальной разрешимости эволюционной управляемой систе-

мы, связанной с дифференциальным или интегро-дифференциальным уравнением, весьма

вероятно, когда порядок роста правой части соответствующего уравнения по фазовой пе-

ременной превышает линейный — см. на этот счет показательные примеры в [8, пример

к теореме 2.2, с. 87–88; § 4, с. 95–100], [9, § 1], [10, введение, п. 2], [11].

Данная статья продолжает серию работ автора [1–7] и др., посвященных проблеме полу-

чения признаков ТГР управляемых систем. Для того чтобы пояснить необходимость даль-

нейшей разработки этой тематики, опишем кратко общую схему, в которую вкладываются

те ситуации, которые мы изучаем.

Рассмотрим абстрактное уравнение

x = F [x, z], (0.1)

предполагая, что оператор F обладает некоторыми свойствами, обеспечивающими разре-

шимость уравнения (0.1) при всех z из некоторого класса Z (либо известно, что уравне-

ние (0.1) разрешимо и при этом оператор F обладает определенными свойствами). Тогда,

рассматривая управляемый аналог более сложного вида

x = F
[
x, f(x, u)

]
, (0.2)

мы пытаемся выявить условия, при которых оно будет разрешимо для всех управлений u

из заданного множества U . Для этого, разумеется, свойства функции (оператора) f должны

быть согласованы со свойствами оператора F и с классом Z. Выяснить, как они должны

быть согласованы — в этом и есть основная проблема.

Отметим, что в случае, когда F = F [z] — линейный ограниченный оператор, урав-

нение (0.2) — это так называемое уравнение типа Гаммерштейна, исследованию которого

автор в свое время посвятил целую серию работ, см., например, [1–3,5]. В данной статье мы

также ограничились случаем F = F [z], однако на этот раз нас, главным образом, интересует

случай нелинейного оператора F . Здесь значение F [z] можно трактовать как решение той

или иной распределенной системы, зависящей от некоторой функции (вектор-функции) z

из заданного класса Z. В качестве такой функции z может выступать, например, правая

часть уравнения в частных производных (дифференциального или интегро-дифференциаль-

ного). Глобальной разрешимости различных конкретного вида уравнений с фиксированной

правой частью z посвящена довольно обширная литература — см., например, [12–16]. По-

мимо доказательства разрешимости как таковой, авторами, как правило, устанавливаются

некоторые оценки приращения решения через приращение правой части, необходимые им

для установления факта единственности решения; отсюда вытекают оценки приращения

вида F [z2]− F [z1]. Об актуальности изучения ситуации F = F [x, z] см. в § 7.

Постановка (0.2) не является надуманной. С физической точки зрения, z, как правило,

является функцией источника. Но в приложениях она может быть управляемой, а управле-

ние может осуществляться по принципу обратной связи при заданном шаблоне зависимо-

сти от состояния — тогда будет и зависимость от состояния x. Кроме того, дополнительные

нелинейности могут порождаться такими физическими аспектами, как специальные харак-

теристики сопротивления среды, дополнительные потоки вещества или энергии, наличие

примесей, активно взаимодействующих с изучаемой субстанцией и т. д. В итоге вместо

уравнения (0.1) как раз и получается уравнение (0.2).
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Подчеркнем, что в интересующем нас случае, когда оба оператора F и f нелинейны

соответственно по (x, z) и x, имеем как бы двойную (вложенную) нелинейность. Это обу-

словливает сложность соответствующих построений и формулировок. В связи с упомя-

нутой нелинейностью в статье используется подход, аналогичный классической теореме

Уинтнера (известной для обыкновенных дифференциальных уравнений в R
n), в смысле по-

строения так называемой системы сравнения для исходного управляемого уравнения: если

известно, что система сравнения разрешима, то делается вывод, что исходное управляе-

мое уравнение тоже разрешимо для всех управлений из заданного множества. Естественно,

что в качестве системы сравнения имеет смысл использовать некоторое уравнение более

простого типа, нежели исходное. У нас в этом качестве выступает некоторое функциональ-

но-интегральное неравенство в пространстве R.

Поскольку ситуации и соответствующие наборы свойств оператора F , а также условия

разрешимости уравнения (0.1) могут быть весьма и весьма разнообразны, то в перспективе

мы, соответственно, можем получать разнообразные признаки ТГР уравнений вида (0.2).

Пусть H , V , Ṽ — банаховы пространства и имеют место непрерывные вложения:

V ⊂ H ⊂ Ṽ ; T > 0, σ ∈ [1;∞]; при σ ∈ [1;∞) Lσ(0, T ; Ṽ ) — пространство функций

со значениями в Ṽ , определенных и интегрируемых по Бохнеру со степенью σ на отрез-

ке [0;T ]; при σ = ∞, соответственно, Lσ(0, T ; Ṽ ) = L∞(0, T ; Ṽ ) — множество всех изме-

римых по Бохнеру существенно ограниченных функций [0;T ] → Ṽ ; Lσ[0;T ] = Lσ(0, T ;R),
и задана шкала банаховых пространств W [0; τ ], τ ∈ (0;T ], такая, что множество сужений

функций из W = W [0;T ] на [0; τ ] совпадает с W [0; τ ], причем норма сужения функции

из W в W [0; τ1] не превосходит ее нормы в W [0; τ2] при 0 6 τ1 6 τ2 6 T . Параметры T и σ

предполагаются фиксированными. Будем предполагать, что заданы: F : Lσ(0, T ; Ṽ ) → W —

вольтерров оператор, то есть F [x](t) = F [y](t) при t ∈ [0; τ ] для всех x, y ∈ Lσ(0, T ; Ṽ ),

x(t) = y(t) при t ∈ [0; τ ]; U — множество допустимых управлений, f [u] : W → Lσ(0, T ; Ṽ ) —

управляемый вольтерров оператор, зависящий от управления u ∈ U . В данной статье рас-

сматривается уравнение вида

x = F
(
f [u](x)

)
, x ∈ W. (0.3)

Для этого уравнения устанавливаются признаки тотально (по множеству допустимых

управлений) глобальной разрешимости при условии глобальной разрешимости некоторого

функционально-интегрального неравенства в пространстве R. Во многих частных случаях

указанное неравенство может быть конкретизировано как задача Коши для обыкновенного

дифференциального уравнения. Фактически, развивается аналогичный результат, доказан-

ный автором ранее [4], на этот раз при других, более удобных для практического исполь-

зования условиях (хотя и в более частной постановке). Поясним сказанное. Во-первых,

в [4], в отличие от материала данной статьи, не делалось предположения о компактном

вложении пространства решений W в лебегово пространство. Между тем, это предполо-

жение часто выполняется в приложениях, а за счет него можно ослаблять другие условия,

в частности, условия на правую часть. Во-вторых, даже если иметь в виду лишь случай

локально-интегральной оценки приращения вида F [z2] − F [z1], который в данной статье

рассматривается отдельно, основное требование, предъявляемое в [4], это, по сути дела,

требование локальной липшицевости оператора F . Предположения данной статьи в этой

части допускают существенно более разнообразный спектр оценок указанного прираще-

ния — см. условие A3) в § 3. А это существенно расширяет область приложения полученных

в статье абстрактных результатов. Но, разумеется, условия на правую часть естественным

образом согласуются с оценкой приращения F [z2] − F [z1]. В описанном смысле условия

данной статьи более удобны для практического использования по сравнению с [4]. С дру-

гой стороны, в данной статье мы рассматриваем более частную постановку по сравнению
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с [4], поскольку предположения [4] более универсальны в том плане, что позволяют рас-

сматривать уравнения, содержащие в своей правой части не только неизвестную функцию,

но и ее производные. Это сделало упомянутые предположения [4] существенно более гро-

моздкими, если сравнивать с предположениями данной статьи, но в [4] позволило, в част-

ности, исследовать на предмет ТГР управляемую нестационарную нелинейную систему

Навье–Стокса.

Как уже было сказано, в данной статье отдельно рассматриваются случаи компактного

вложения пространств и непрерывности операторов F , f [u] (такой подход автором ранее

использовался лишь для эволюционного дифференциального уравнения в банаховом про-

странстве с монотонным оператором [6]) и выполнения локально-интегрального аналога

условия Липшица относительно указанных операторов. Во втором случае доказывается

также единственность решения. В первом случае применяется теорема Шаудера, во вто-

ром — технология продолжения решения по времени (то есть продолжения вдоль воль-

терровой цепочки). В качестве примера рассматривается нелинейное волновое уравнение

в пространстве R
n.

Для дальнейшего следует отметить, что вольтерровость оператора F позволяет опре-

делить естественное сужение этого оператора F[0;τ ] : Lσ(0, τ ; Ṽ ) → W [0; τ ] формулой

F[0;τ ] = S[0;τ ]FQ[0;τ ], где Q[0;τ ] — оператор продолжения с [0; τ ] на [0;T ] (в силу вольтер-

ровости F способ этого продолжения не имеет значения; но для лебеговых пространств мы

всегда будем иметь в виду продолжение нулем), S[0;τ ] — оператор сужения с [0;T ] на [0; τ ].

Для каждого u ∈ U оператор f [u] : W → Lσ(0, T ; Ṽ ) мы тоже будем предполагать воль-

терровым. И для него тоже определяется естественное сужение: f [u][0;τ ] = S[0;τ ]f [u]Q[0;τ ],

однако на этот раз оператор продолжения Q[0;τ ] в общем случае нельзя понимать как про-

должение нулем. Поскольку, с учетом вольтерровости, способ продолжения сам по себе

не важен, нам достаточно, чтобы продолжение для любой функции x ∈ W [0; τ ] до функ-

ции из W [0;T ] существовало. Поэтому мы и требуем, чтобы множество сужений функций

из W [0;T ] на отрезок [0; τ ] не просто содержалось в W [0; τ ], а именно совпадало с этим

пространством. В силу сделанных предположений, суперпозиция Ff [u] : W → W тоже бу-

дет вольтерровым оператором. А это, в свою очередь, позволяет рассматривать локальные

аналоги уравнения (0.3) в пространствах W [0; τ ], τ ∈ (0;T ]. Это обстоятельство мы далее

будем использовать без специальных оговорок.

§ 1. Случай компактного вложения: формулировки

В этом параграфе мы будем предполагать, что имеет место компактное вложение W ⊂
⊂ Lq(0, T ;H), q ∈ [1; +∞]. Сделаем также следующие предположения.

A1) Оператор F : Lσ(0, T ; Ṽ ) → W ограничен и, кроме того, непрерывен как отображение

Lσ(0, T ; Ṽ ) → Lq(0, T ;H).

A2) При некотором σ′ 6 σ и произвольных t ∈ (0;T ], z ∈ Lσ(0, t; Ṽ ) и, соответственно,

x = F[0;t][z], имеем: ∥∥x(t)
∥∥
H
6 L1

(
t, ‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ )

)
,

где функция L1(t,M) непрерывна по t ∈ [0;T ] и не убывает по M > 0.

F1) Для всякого u ∈ U оператор f [u] : Lq(0, T ;H) → Lσ(0, T ; Ṽ ) ограничен и непрерывен.

F2) Для всех u ∈ U , x ∈ Lq(0, T ;H), t ∈ [0;T ], ‖x(s)‖H 6 β(s) при s ∈ [0;T ], имеем:

∥∥(f [u]x)(s)
∥∥
Ṽ
6 N1[β](s), s ∈ [0; t], где N1[β] ∈ Lσ′ [0;T ].
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Теорема 1. Пусть выполнены условия A1), A2), F1), F2). Предположим, что функциональ-

но-интегральное неравенство

L1

(
t,
∥∥N1[β]

∥∥
Lσ′(0,t;Ṽ )

)
6 β(t), t ∈ [0;T ], (1.1)

имеет решение β ∈ C[0;T ]. Тогда для каждого u ∈ U уравнение (0.3) имеет по крайней

мере одно решение x = x[u] ∈ W , удовлетворяющее оценке
∥∥x(t)

∥∥
H
6 β(t), t ∈ [0;T ].

Доказательство теоремы 1 см. в § 2.

Условия A2), F2) можно заменить следующими.

A
′
2) При некотором σ′ 6 σ и произвольных t ∈ (0;T ], z ∈ Lσ(0, t; Ṽ ), и соответственно,

x = F[0;t][z], имеем: ∥∥x
∥∥
Lq(0,t;H)

6 L2

(
t, ‖z‖Lσ′ (0,t;Ṽ )

)
,

где функция L2(t,M) непрерывна по t ∈ [0;T ] и не убывает по M > 0.

F
′
2) Для всех u ∈ U , t ∈ [0;T ], x ∈ Lq(0, T ;H), ‖x‖Lq(0,s;H) 6 β(s), s ∈ [0; t], имеем:

∥∥f [u]x
∥∥
Lσ′(0,t;Ṽ )

6 Ψ
(
‖N2[β]‖L1[0;t]

)
, где N2[β] ∈ L1[0;T ], Ψ ∈ C(R+).

Теорема 2. Пусть выполнены условия A1), A
′
2), F1), F

′
2). Предположим, что функциональ-

но-интегральное неравенство

L2

(
t,Ψ

(
‖N2[β]‖L1[0;t]

))
6 β(t), t ∈ [0;T ], (1.2)

имеет решение β ∈ C[0;T ]. Тогда для каждого u ∈ U уравнение (0.3) имеет по крайней

мере одно решение x = x[u] ∈ W , удовлетворяющее оценке ‖x‖Lq(0,t;H) 6 β(t), t ∈ [0;T ].

Доказательство теоремы 2 см. в § 2.

§ 2. Случай компактного вложения: доказательства

Для доказательства теорем 1, 2 нам понадобится следующее вспомогательное утвержде-

ние.

Лемма 1. Пусть β ∈ Lq[0;T ]. Тогда множество

Ω =
{
x ∈ Lq(0, T ;H) :

∥∥x(t)
∥∥
H
6 β(t), t ∈ [0;T ]

}

замкнуто в Lq(0, T ;H).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {xk} ⊂ Ω, xk → x в Lq(0, T ;H). Достаточно доказать,

что x ∈ Ω. Положим

ϕk(t) =
∥∥xk(t)

∥∥
H
, ϕ(t) =

∥∥x(t)
∥∥
H
, t ∈ [0;T ].

Тогда ϕk ∈ Lq[0;T ], ϕ ∈ Lq[0;T ]. Оценим

‖ϕk − ϕ‖qLq[0;T ] =

T∫

0

∣∣ϕk(t)− ϕ(t)
∣∣q dt =

=

T∫

0

∣∣∣
∥∥xk(t)

∥∥
H
−
∥∥x(t)

∥∥
H

∣∣∣
q

dt 6

T∫

0

∥∥xk(t)− x(t)
∥∥q

H
dt = ‖xk − x‖qLq(0,T ;H) → 0
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при k → ∞. Таким образом, [17, теорема VIII.5.1, с. 210] имеет место сходимость по мере

ϕk
µ→ϕ на [0;T ]. Согласно теореме Ф. Рисса [17, теорема VI.5.3, с. 142], отсюда вытекает

существование подпоследовательности, сходящейся п.в.: ϕkm(t) → ϕ(t) для п. в. t ∈ [0;T ].
В таком случае получаем:

0 6 ϕ(t) 6
∣∣ϕ(t)− ϕkm(t)

∣∣+
∣∣ϕkm(t)

∣∣ 6
∣∣ϕ(t)− ϕkm(t)

∣∣ + β(t).

Переходя к пределу при m → ∞, получаем: ϕ(t) 6 β(t) для п. в. t ∈ [0;T ]. Это означает,

что x ∈ Ω. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Зафиксируем произвольно u ∈ U . Определим опе-

ратор G : Lq(0, T ;H) → W формулой G[x] = F
(
f [u](x)

)
. Согласно условиям A1), F1),

оператор G ограничен и, рассматриваемый как отображение G : Lq(0, T ;H) → Lq(0, T ;H),
непрерывен. Определим множество

Ω =
{
x ∈ Lq(0, T ;H) :

∥∥x(t)
∥∥
H
6 β(t), t ∈ [0;T ]

}
.

Очевидно, что множество Ω выпукло и ограничено, а в силу леммы 1, замкнуто

в Lq(0, T ;H). Учитывая ограниченность оператора G, образ GΩ ограничен в W и, в си-

лу компактного вложения W ⊂ Lq(0, T ;H), предкомпактен в Lq(0, T ;H).
Докажем, что G : Ω → Ω. Выберем произвольно x ∈ Ω и положим z = f [u](x) ∈

∈ Lσ(0, T ; Ṽ ), y = G[x] = F [z] ∈ W . Согласно условию A2),

∥∥y(t)
∥∥
H
6 L1

(
t, ‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ )

)
, t ∈ [0;T ].

При этом по условию F2),

‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ ) 6
∥∥N1[β]

∥∥
Lσ′(0,t;Ṽ )

, t ∈ [0;T ].

Пользуясь неравенством (1.1), получаем:

∥∥y(t)
∥∥
H
6 L1

(
t,
∥∥N1[β]

∥∥
Lσ′(0,t;Ṽ )

)
6 β(t), t ∈ [0;T ].

Следовательно, y ∈ Ω, то есть G : Ω → Ω.

Стало быть, можно воспользоваться теоремой Шаудера [18, § XVI.3, с. 627], откуда полу-

чаем, что оператор G : Ω → Ω имеет неподвижную точку x = x[u] ∈ Ω. Остается заметить,

что оператор G действует в пространство W , следовательно, x[u] ∈ W . �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Зафиксируем произвольно u ∈ U . Определим опе-

ратор G : Lq(0, T ;H) → W формулой G[x] = F
(
f [u](x)

)
. Согласно условиям A1), F1),

оператор G ограничен и, рассматриваемый как отображение G : Lq(0, T ;H) → Lq(0, T ;H),
непрерывен. Определим множество

Ω =
{
x ∈ Lq(0, T ;H) : ‖x‖Lq(0,t;H) 6 β(t), t ∈ [0;T ]

}
.

Совершенно аналогично доказательству теоремы 1, множество Ω выпукло, замкнуто и огра-

ничено в Lq(0, T ;H), причем образ GΩ предкомпактен в Lq(0, T ;H).
Докажем, что G : Ω → Ω. Выберем произвольно x ∈ Ω и положим z = f [u](x) ∈

∈ Lσ(0, T ; Ṽ ), y = G[x] = F [z] ∈ W . Согласно условию A
′
2),

∥∥y
∥∥
Lq(0,t;H)

6 L2

(
t, ‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ )

)
, t ∈ [0;T ].
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При этом по условию F
′
2),

‖z‖Lσ′ (0,t;Ṽ ) 6 Ψ
(
‖N2[β]‖L1[0;t]

)
, где N2[β] ∈ L1[0;T ], Ψ ∈ C(R+).

Пользуясь неравенством (1.2), получаем:

∥∥y
∥∥
Lq(0,t;H)

6 L2

(
t,Ψ

(
‖N2[β]‖L1[0;t]

))
6 β(t), t ∈ [0;T ].

Следовательно, y ∈ Ω, то есть G : Ω → Ω. Завершение доказательства дословно такое же,

как для теоремы 1. �

§ 3. Случай локально-интегральной оценки приращения операторов: формулировки

Будем предполагать, что существуют функционал J : Lσ(0, T ; Ṽ )2 → R и функция

R ∈ C(R+), R(0) = 0, при которых выполняются следующие условия.

A3) Для всех t ∈ [0;T ], z1, z2 ∈ Lσ(0, t; Ṽ ) имеем:

∥∥F[0;t][z1]−F[0;t][z2]
∥∥
W [0;t]

6 JQ[0;t](z1, z2),

где Q[0;t] — оператор продолжения нулем с [0; t] на [0;T ].

F3) Для всех u ∈ U , t ∈ [0;T ], x1, x2 ∈ W [0; t], ‖xi‖W [0;s] 6 β(s), s ∈ [0; t], zi =
= χ[0;t]f [u]Q[0;t](xi), i = 1, 2, при β ∈ C[0;T ], имеем:

J [z1, z2] 6 R
(∥∥χhN3[β]

∥∥
L1[0;t]

)
‖x1 − x2‖W [0;t], N3[β] ∈ L1[0;T ],

где h = h[z1, z2] — множество, не содержащее никакого отрезка вида [0; s] ⊂ [0; t], для

которого z1
∣∣
[0;s]

= z2
∣∣
[0;s]

.

В частности, можно считать, что

J [z1, z2] = N0

(
‖z1‖Lσ

+ ‖z2‖Lσ

)
‖z1 − z2‖Lσ

, Lσ = Lσ(0, T ; Ṽ ).

Но это далеко не единственная возможность.

Теорема 3. Пусть выполнены условия A3), F3). Тогда для любого u ∈ U уравнение (0.3)

не может иметь более одного решения.

Доказательство см. в § 4.

Замечание 1. Если W ⊂ Lp(0, T ;V ), то в условии F3) неравенства ‖xi‖W [0;s] 6 β(s) можно

заменить следующими:
∥∥xi(s)

∥∥
V
6 β(s), i = 1, 2, без нарушения справедливости утвержде-

ния теоремы 3. Действительно, в этом случае в начале доказательства достаточно просто

взять β(t) = max
{
‖xi(t)‖V , i = 1, 2

}
. Предположим, кроме того, что f [u] : Lp(0, T ;V ) →

→ Lσ(0, T ; Ṽ ). Ясно, что нуль пространства W является нулем и в Lp(0, T ;V ). Поскольку

нуль в линейном пространстве определяется однозначно, то из совпадения двух функций

в Lp(0, T ;V ) следует их совпадение и в W . Поэтому, с сохранением справедливости утвер-

ждения теоремы 3, в условиях A3), F3) пространство W [0; t] можно заменить на Lp(0, t;V ).

Сделаем еще два предположения.
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A4) При некотором σ′ 6 σ и произвольных t ∈ (0;T ], z ∈ Lσ(0, t; Ṽ ) и, соответственно,

x = F[0;t][z], имеем: ∥∥x
∥∥
W [0;t]

6 L4

(
t, ‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ )

)
,

где функция L4(t,M) непрерывна по t ∈ [0;T ] и не убывает по M > 0.

F4) Для всех u ∈ U , t ∈ [0;T ], x ∈ W , ‖x‖W [0;s] 6 β(s), s ∈ [0; t], имеем:
∥∥f [u]x

∥∥
Lσ′(0,t;Ṽ )

6 Ψ
(
‖N4[β]‖L1[0;t]

)
, гдеN4[β] ∈ L1[0;T ], Ψ ∈ C(R+).

Теорема 4. Пусть выполнены условия A3), A4), F3), F4). Предположим, что функциональ-

но-интегральное неравенство

L4

(
t,Ψ

(
‖N4[β]‖L1[0;t]

))
6 β(t), t ∈ [0;T ], (3.1)

имеет решение β ∈ C[0;T ]. Тогда для каждого u ∈ U уравнение (0.3) имеет по крайней

мере одно решение x = x[u] ∈ W , удовлетворяющее оценке
∥∥x

∥∥
W [0;t]

6 β(t), t ∈ [0;T ].

Доказательство см. в § 4.

§ 4. Случай локально-интегральной оценки приращения операторов: доказательства

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Рассуждая от противного, предположим, что на-

шлись два решения x = x1, x = x2. Положим η = x2 − x1, zi = f [u](xi), i = 1, 2,
β(t) ≡ max

{
‖xi‖W [0;T ], i = 1, 2

}
, t ∈ [0;T ]. Пусть число δ > 0 таково, что (с учетом

абсолютной непрерывности интеграла Лебега и непрерывности функции R(s), R(0) = 0)
выполняется неравенство

R
(∥∥χhN3[β]

∥∥
L1[0;T ]

)
6

1

2
(4.1)

при любом измеримом h ⊂ [0;T ], mes h 6 δ. Выберем произвольное разбиение отрез-

ка [0;T ]: 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T , ti − ti−1 6 δ, i = 1, k. Согласно условиям A3), F3),
а также выбору разбиения и числа δ, то есть условию (4.1), получаем:

‖η‖W [0;t1] =
∥∥F[0;t1][z1]−F[0;t1][z2]

∥∥
W [0;t1]

6 J(χ[0;t1]z1, χ[0;t1]z2) 6

6 R
(∥∥N3[β]

∥∥
L1[0;t1]

)
‖η‖W [0;t1] 6

1

2
‖η‖W [0;t1].

Таким образом,
1

2
‖η‖W [0;t1] 6 0, то есть ‖η‖W [0;t1] = 0.

Предположим, мы уже доказали, что ‖η‖W [0;ti−1] = 0. Опять же, согласно условиям A3),
F3), вольтерровости оператора f [u] и предположению индукции (откуда z1(t) = z2(t)
при t ∈ [0; ti−1]), а также выбору разбиения и числа δ, то есть условию (4.1), получаем:

‖η‖W [0;ti] =
∥∥F[0;ti][z1]− F[0;ti][z2]

∥∥
W [0;ti]

6 J(χ[0;ti]z1, χ[0;ti]z2) 6

6 R
(∥∥N3[β]

∥∥
L1[ti−1;ti]

)
‖η‖W [0;ti] 6

1

2
‖η‖W [0;ti].

Таким образом,
1

2
‖η‖W [0;ti] 6 0, то есть ‖η‖W [0;ti] = 0.

По индукции, делаем вывод, что ‖η‖W = 0, то есть x1 = x2 в W . �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Зафиксируем произвольно u ∈ U и покажем, что

уравнение (0.3) имеет решение. Для этого достаточно доказать разрешимость уравнения

x = G[x], x ∈ W, (4.2)
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где G = F
(
f [u](x)

)
: W → W .

Пусть число δ > 0 таково, что (с учетом абсолютной непрерывности интеграла Лебега)

выполняется неравенство (4.1) при любом измеримом h ⊂ [0;T ], mesh 6 δ. Выберем

произвольное разбиение отрезка [0;T ]: 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T , ti − ti−1 6 δ, i = 1, k.

Используя вольтерровость оператора G, будем рассматривать локальные аналоги урав-

нения (4.2):

x = Gj[x], x ∈ W [0; tj], Gj = G[0;tj ] = F[0;tj ]f [u][0;tj ], j ∈ 1, k. (4.3)

Разрешимость уравнений (4.3) будем доказывать индукцией по j = 1, k. Дальнейшее дока-

зательство проведем в несколько этапов.

1. Определим множество

Y1 =
{
x ∈ W [0; t1] : ‖x‖W [0;t] 6 β(t), t ∈ [0; t1]

}
.

Очевидно, что множество Y1 замкнуто в W [0; t1]. Множество Y1 не пусто, так как содержит

0 ∈ W [0; t1].
Докажем, что G1 : Y1 → Y1. Выберем произвольно x ∈ Y1 и рассмотрим y = G1[z],

z = f [u][0;t1](x) ∈ Lσ(0, t1; Ṽ ). Зафиксируем произвольно t ∈ [0; t1]. Согласно условию A4),
для всех t ∈ [0; t1] имеем:

‖y‖W [0;t] 6 L4

(
t, ‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ )

)
, t ∈ [0; t1].

При этом по условию F4),

‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ ) 6 Ψ
(
‖N4[β]‖L1[0;t]

)
.

Пользуясь неравенством (3.1), получаем:

‖y‖W [0;t] 6 L4

(
t,Ψ

(
‖N4[β]‖L1[0;t]

))
6 β(t), t ∈ [0; t1].

Следовательно, y ∈ Y1, то есть G1 : Y1 → Y1.

2. Установим сжимаемость оператора G1 на множестве Y1. Выберем произвольно

x, x̃ ∈ Y1 и положим (индекс [0; t1] у операторов для краткости опускаем):

z = f [u](x), z̃ = f [u](x̃), y = G1[x] = F [z], ỹ = G1[x̃] = F [z̃].

Согласно условиям A3), F3), а также выбору разбиения и числа δ, то есть условию (4.1),

получаем:

‖y − ỹ‖W [0;t1] =
∥∥F[0;t1][z]− F[0;t1][z̃]

∥∥
W [0;t1]

6 JQ[0;t1](z, z̃) 6

6 R
(∥∥N3[β]

∥∥
L1[0;t1]

)
‖x− x̃‖W [0;t1] 6

1

2
‖x− x̃‖W [0;t1].

По принципу сжимающих отображений заключаем, что уравнение (4.3) при j = 1 имеет

единственное решение в множестве Y1.

3. Действуя по индукции, предположим, мы уже доказали существование функции

x = xi−1 ∈ W [0; ti−1], являющейся решением уравнения (4.3) при j = i − 1 и удовле-

творяющей оценке ‖xi−1‖W [0;t] 6 β(t) при t ∈ [0; ti−1]. Исходя из этого предположения,

докажем существование функции x = xi ∈ W [0; ti], являющейся решением уравнения (4.3)

при j = i и удовлетворяющей оценке ‖xi‖W [0;t] 6 β(t) при t ∈ [0; ti].
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4. Определим множество

Yi =
{
x ∈ W [0; ti] : ‖x‖W [0;t] 6 β(t), t ∈ (ti−1; ti]; x

∣∣
[0;ti−1]

= xi−1

}
.

Покажем, что множество Yi непусто. Рассмотрим функцию

z(t) =

{
f [u][0;ti−1](xi−1)(t), t ∈ [0; ti−1],

0, t ∈ (ti−1; ti],

и положим x = F[0;ti][z]. Тогда, в силу вольтерровости операторов F и f [u], при t ∈ [0; ti−1]
получаем:

x(t) = F[0;ti−1]

(
f [u][0;ti−1]xi−1

)
(t) = Gi−1[xi−1](t) = xi−1(t).

По предположению индукции, для всех t ∈ [0; ti−1]

‖x‖W [0;t] = ‖xi−1‖W [0;t] 6 β(t).

А при t ∈ (ti−1; ti], пользуясь условием A4), получаем:

‖x‖W [0;t] 6 L4

(
t, ‖z‖Lσ′(0,t;Ṽ )

)
= L4

(
t, ‖z‖Lσ′(0,ti−1;Ṽ )

)
, t ∈ [0;T ].

При этом по условию F4),

‖z‖Lσ′(0,ti−1;Ṽ ) 6 Ψ
(
‖N4[β]‖L1[0;ti−1]

)
.

Пользуясь неравенством (3.1), получаем:

‖x‖W [0;t] 6 L4

(
t,Ψ

(
‖N4[β]‖L1[0;ti−1]

))
6 L4

(
t,Ψ

(
‖N4[β]‖L1[0;t]

))
6 β(t), t ∈ [0;T ].

Таким образом, x ∈ Yi. Следовательно, Yi 6= ∅. Совершенно аналогично пункту 1 данного

доказательства устанавливается, что Gi : Yi → Yi.

5. Установим сжимаемость оператора Gi на множестве Yi. Выберем произвольно x ∈ Yi,

x̃ ∈ Yi и положим (индекс [0; ti] у операторов для краткости опускаем):

z = f [u](x), z̃ = f [u](x̃), y = Gi[x] = F [z], ỹ = Gi[x̃] = F [z̃].

Согласно условиям A3), F3), вольтерровости оператора f [u] и определению множества Yi

(откуда z(t) = z(t) при t ∈ [0; ti−1]), а также выбору разбиения и числа δ, то есть усло-

вию (4.1), получаем:

‖y − ỹ‖W [0;ti] =
∥∥F[0;ti][z]−F[0;ti][z̃]

∥∥
W [0;ti]

6 JQ[0;ti](z, z̃) 6

6 R
(∥∥N3[β]

∥∥
L1[ti−1;ti]

)
‖x− x̃‖W [0;ti] 6

1

2
‖x− x̃‖W [0;ti].

По принципу сжимающих отображений заключаем, что уравнение (4.3) при j = i имеет

единственное решение в множестве Yi.

6. По индукции делаем вывод, что уравнение (4.3) при j = k имеет решение x = xk ∈ W ,

удовлетворяющее оценке: ‖x‖W [0;t] 6 β(t) при t ∈ [0; tk = T ]. Остается заметить, что x

является решением уравнения (0.3). �



А. В. Чернов 603

§ 5. Достаточные условия компактного вложения

В § 1 мы использовали предположение о компактном вложении

W ⊂ Lq(0, T ;H).

В приложениях зачастую оказывается, что пространство решений W имеет специальную

структуру — такую, что для установления компактности указанного вложения можно вос-

пользоваться известной теоремой Лионса–Темама (J. L. Lions–R. Temam), см., например,

[19, глава 1, теорема 5.1, с. 70].

Лемма 2. Пусть V, Ṽ — рефлексивные банаховы пространства, H — банахово простран-

ство, V ⊂ H компактно, H ⊂ Ṽ непрерывно, p, q ∈ (1; +∞). Тогда пространство

W =
{
z ∈ Lp(0, T ;V ) : z′ ∈ Lq(0, T ; Ṽ

}

с нормой ‖z‖W = ‖z‖Lp(0,T ;V ) + ‖z′‖Lq(0,T ;Ṽ ) является рефлексивным банаховым простран-

ством, непрерывно вложенным в C(0, T ; Ṽ ) и компактно вложенным в Lp(0, T ;H).

В свою очередь, чтобы установить компактное вложение V ⊂ H , в случае соболев-

ского пространства V , можно воспользоваться следующим вариантом теоремы Реллиха–

Кондрашова, [20, § I.11.5, с. 106].

Лемма 3. Если 1 < p < ∞, n > ℓp, q <
np

n− ℓp
, область Ω ⊂ R

n представляет объединение

конечного числа ограниченных областей, каждая из которых звездна относительно своего

шара, то вложение W ℓ
p(Ω) ⊂ Lq(Ω) компактно.

О других вариантах см., например, [21, § 3.5, с. 82].

Что касается рефлексивности, справедливо следующее утверждение [21, § 2.2, теоре-

ма 2.4, с. 30].

Лемма 4. Пространство W ℓ
p (Ω) банахово при 1 6 p 6 ∞, рефлексивно при 1 < p < ∞, се-

парабельно при 1 6 p < ∞ и гильбертово при p = 2 относительно скалярного произведения

(x, y) =
∑

06|α|6ℓ

(Dαx,Dαy).

§ 6. Пример: нелинейное волновое уравнение

Пусть T > 0, ρ > 0 — заданные числа, Ω ⊂ R
n — ограниченная область переменных

ξ = (ξ1, . . . , ξn), Q = Ω × (0;T ), V = H1
0(Ω), Ṽ = L2(Ω), V0 = H1

0 (Ω) ∩ Lρ+2(Ω), x0 ∈ V0,

x1 ∈ Ṽ , z ∈ L2(Q) = L2(0, T ; Ṽ ). Следуя [19, § 1.3], рассмотрим задачу в цилиндре Q:

∂2x

∂t2
−∆ x+ |x|ρx = z, (6.1)

x(0) = x0,
∂x

∂t
(0) = x1, x

∣∣
∂Ω×(0;T )

= 0. (6.2)

Пусть p, q ∈ (1; +∞). Положим

W =
{
x ∈ L∞(0, T ;V ) : x′ ∈ L∞(0, T ; Ṽ

}
, W̃ =

{
x ∈ Lp(0, T ;V ) : x′ ∈ Lq(0, T ; Ṽ )

}
,

‖x‖W = ‖x‖L∞(0,T ;V ) + ‖x′‖L∞(0,T ;Ṽ ), ‖x‖W̃ = ‖x‖Lp(0,T ;V ) + ‖x′‖Lq(0,T ;Ṽ ).

Будем обозначать C(0, T ;V ) — пространство функций со значениями в V , непрерывных

на отрезке [0;T ]. Очевидно, что W ⊂ W̃ , и аналогично [22, глава IV, § 1, лемма 1.11, с. 173],
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W̃ ⊂ C(0, T ; Ṽ ); оба вложения непрерывны. Аналогично [22, глава IV, § 1, теорема 1.16,

с. 173], устанавливается, что W и W̃ — банаховы пространства.

Начальные условия x0, x1 будем считать фиксированными. Непосредственно из [19,

§ 1.3, теорема 1.1, с. 20; § 1.5, теорема 1.2, с. 27] вытекает следующая лемма.

Лемма 5. Если ρ 6
2

n− 2
(при n = 2: ρ ∈ [0; +∞]), то для всякого z ∈ L2(Q) = L2(0, T ; Ṽ )

задача (6.1), (6.2) имеет единственное решение x ∈ W , которое мы условимся обозначать

как x = F [z].

Замечание 2. На самом деле в [19, § 1.3, теорема 1.1] существование решения доказывается

в пространстве

W0 =
{
x ∈ L∞(0, T ;V0) : x

′ ∈ L∞(0, T ; Ṽ
}
.

Но, как видно из доказательства [19, § 1.5, теорема 1.2], единственность решения уста-

навливается в пространстве W , а уже из этого следует единственность и в более узком

пространстве W0.

Далее будем считать, что ρ 6
2

n− 2
, n > 3. Тем самым, формулой x = F [z] опре-

делен оператор F : L2(0, T ; Ṽ ) → W . Соответственно, если задан управляемый оператор

f [u] : W → L2(0, T ; Ṽ ), то задача (6.2) для управляемого уравнения

∂2x

∂t2
−∆ x+ |x|ρx = f [u](x), (6.3)

переписывается в виде уравнения (0.3).

Вольтерровость оператора F вытекает из следующих утверждений.

Лемма 6. Для любого x ∈ W существует производная (x
∣∣
0;τ ]

)′, понимаемая в смысле рас-

пределений из D∗(0, τ ; Ṽ ), и справедливо равенство

(x
∣∣
0;τ ]

)′ = x′
∣∣
[0;τ ]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [22, глава IV, леммы 1.8, 1.9; см. также доказатель-

ство леммы 1.11], имеет место представление

x(t) = x(0) +

t∫

0

x′(s) ds, t ∈ [0;T ]. (6.4)

В частности, такое же представление справедливо и для сужения на [0; τ ]. Тогда [22, гла-

ва IV, лемма 1.8, с. 169] существует производная (x
∣∣
0;τ ]

)′, понимаемая в смысле распреде-

лений из D∗(0, τ ; Ṽ ), и справедливо доказываемое равенство. �

Лемма 7. Множество сужений
{
x
∣∣
[0;τ ]

: x ∈ W
}

совпадает с W[0;τ ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вложение множества сужений в W [0; τ ] следует из леммы 6.

Докажем обратное вложение. Выберем произвольно функцию x ∈ W[0;τ ]. Нам достаточно

построить для нее продолжение x ∈ W . Это продолжение будем строить последовательно:

сначала на [0; 2τ ], потом — на [0; 4τ ], и т. д., до тех пор, пока не окажется, что 2kτ > T .

Для продолжения с отрезка [0; 2kτ ] на отрезок [0; 2k+1τ ] будем использовать точно такую же
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процедуру, как и при построении продолжения с [0; τ ] на [0; 2τ ]. Поэтому нам достаточно

описать лишь этот первый шаг. Определим функцию

z(t) =

{
x′(t), t ∈ [0; τ ],

−x′(2τ − t), t ∈ (τ ; 2τ ].

На всякий случай отметим, что продолжать производную нулем нельзя, так как в против-

ном случае получится, что x(t) ≡ x(τ) при t ∈ [τ ; 2τ ]. Однако (хотя, конечно,
∥∥x(τ)

∥∥
Ṽ
< ∞),

может оказаться
∥∥x(τ)

∥∥
V

= +∞ (такое возможно на множестве нулевой меры в [0; τ ]).
По определению очевидно, что ‖z‖L∞(0,2τ ;Ṽ ) 6 ‖x′‖L∞(0,τ ;Ṽ ) < ∞. Положим

x(t) = x(0) +

t∫

0

z(s) ds.

Согласно [22, глава IV, леммы 1.8, 1.9; см. также доказательство леммы 1.11], существует

производная в смысле распределений x′ = z на [0; 2τ ].
Оценим норму ‖x‖L∞(0,2τ ;V ). В силу (6.4), x

∣∣
[0;τ ]

= x. При всех t ∈ (τ ; 2τ ] имеем:

x(t) = x(0) +

τ∫

0

x′(s) ds−
t∫

τ

x′(2τ − s) ds = x(0) +

τ∫

0

x′(s) ds+

2τ−t∫

τ

x′(ξ) dξ =

= x(0) +

τ∫

0

x′(s) ds−
τ∫

2τ−t

x′(ξ) dξ = x(0) +

2τ−t∫

0

x′(s) ds = x(2τ − t).

Отсюда ясно, что ‖x‖L∞(0,2τ ;V ) = ‖x‖L∞(0,τ ;V ) < ∞. Таким образом, продолжение

x ∈ W [0; 2τ ], ‖x‖W [0;2τ ] 6 ‖x‖W [0;τ ]. �

Непосредственно из лемм 6, 7 следует следующая лемма.

Лемма 8. Пусть x, x ∈ W , x(t) = x(t) для п. в. t ∈ [0; τ ]. Тогда

x′
∣∣
[0;τ ]

=
(
x
∣∣
[0;τ ]

)′
=

(
x
∣∣
[0;τ ]

)′
= x′

∣∣
[0;τ ]

в L∞(0, τ ; Ṽ ), то есть оператор дифференцирования по времени является вольтерровым.

Далее мы получим необходимые нам оценки, обеспечивающие выполнение условий

A1)–A4). Следуя [19, глава 1, § 1.4, с. 22], определим билинейную форму

a(x, y) =

n∑

i=1

∫

Ω

∂x

∂ξi

∂y

∂ξi
dξ, x, y ∈ V.

Как указано в [19, глава 1, § 1.4, с. 23], ‖x‖a =
√

a(x, x) есть эквивалентная норма в V . Для

краткости будем обозначать ‖.‖Ṽ = |.|, Va — пространство V , снабженное нормой ‖.‖a.

Лемма 9. Существует константа c > 0 такая, что для всех zi ∈ L2(Q) = L2(0, T ; Ṽ ),
xi = F [zi], i = 1, 2, t ∈ [0;T ] имеем:

‖x1 − x2‖L∞(0,t;Va) 6 2ect
t∫

0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds, ‖x′

1 − x′
2‖L∞(0,t;Ṽ ) 6 2ect

t∫

0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим w = x1−x2. Аналогично доказательству [19, глава 1,

§ 1.5, теорема 1.2, с. 27] получаем:

1

2

d

dt

(∥∥w(t)
∥∥2

a
+
∣∣w′(t)

∣∣2
)
=

=

∫

Ω

(
|x2(t)|ρx2(t)− |x1(t)|ρx1(t)

)
w′(t) dξ +

∫

Ω

(
z1(t)− z2(t)

)
w′(t) dξ.

При доказательстве [19, глава 1, § 1.5, теорема 1.2] уже была установлена оценка
∫

Ω

(
|x2(t)|ρx2(t)− |x1(t)|ρx1(t)

)
w′(t) dξ 6 c

∥∥w(t)
∥∥
a

∣∣w′(t)
∣∣.

Используя очевидное неравенство 2αβ 6 α2+β2, а также неравенство Гёльдера, получаем:

∥∥w(t)
∥∥2

a
+
∣∣w′(t)

∣∣2 6 c

t∫

0

(∥∥w(s)
∥∥2

a
+
∣∣w′(s)

∣∣2
)
ds+ 2

t∫

0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ∣∣w′(s)

∣∣ ds.

По лемме Гронуолла [22, § 5.1, лемма 1.3, с. 191]

∥∥w(t)
∥∥2

a
+
∣∣w′(t)

∣∣2 6 2ect‖w′‖L∞(0,t;Ṽ )

t∫

0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds.

В силу монотонности правой части по t ∈ [0;T ],

‖w‖2L∞(0,t;Va) + ‖w′‖2
L∞(0,t;Ṽ )

6 2ect‖w′‖L∞(0,t;Ṽ )

t∫

0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds.

Дальнейшее очевидно. �

Непосредственно из леммы 9 получаем (с точностью до эквивалентной нормы):

∥∥F [z1]− F [z2]
∥∥
W [0;t]

6 J [χ[0;t]z1, χ[0;t]z2], J [z1, z2] = 4ecT
T∫

0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds,

то есть условие A3) выполнено.

Для выполнения условия F3) достаточно, чтобы оператор f [u] был оператором Немыц-

кого (f [u]x)(ξ, t) = f [u]
(
ξ, t, x(ξ, t), x′(ξ, t)

)
и удовлетворял неравенству:

∣∣f [u]
(
., t, x1(., t), x

′
1(., t)

)
− f [u]

(
., t, x2(., t), x

′
2(., t)

)∣∣ 6 N3[β](t)‖x1 − x2‖W [0;t],

при п. в. t ∈ [0;T ] и всех xi ∈ W , ‖xi‖W [0;t] 6 β(t), i = 1, 2. При этом R(s) = 4ecTs.

Лемма 10. Пусть z ∈ L2(Q), x = F [z],

γ0 = ‖x0‖2a + |x1|2 +
2

ρ+ 2
‖x0‖ρ+2

Lρ+2(Ω).

Тогда для всех t ∈ [0;T ] справедлива оценка:

∥∥x(t)
∥∥2

a
+
∣∣x′(t)

∣∣2 6 et


γ0 +

t∫

0

∣∣z(s)
∣∣2 ds


.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Как видно из доказательства [19, § 1.3, теорема 1.1], справед-

лива оценка

∥∥x(t)
∥∥2

a
+
∣∣x′(t)

∣∣2 6 γ0 + 2

t∫

0

∣∣z(s)
∣∣ ∣∣x′(s)

∣∣ ds,

откуда легко получаем (2αβ 6 α2 + β2):

∣∣x′(t)
∣∣2 6 γ0 +

t∫

0

∣∣z(s)
∣∣2 ds+

t∫

0

∣∣x′(s)
∣∣2 ds.

Пользуясь леммой Гронуолла, находим:

∣∣x′(t)
∣∣2 6 et


γ0 +

t∫

0

∣∣z(s)
∣∣2 ds


.

Таким образом,

∥∥x(t)
∥∥2

a
+
∣∣x′(t)

∣∣2 6 γ0 +

t∫

0

∣∣z(s)
∣∣2 ds+ γ0

t∫

0

es ds+

t∫

0

es
s∫

0

∣∣z(τ)
∣∣2 dτ ds.

Беря последнее слагаемое по частям, находим:

t∫

0

es
s∫

0

∣∣z(τ)
∣∣2 dτ ds = et

t∫

0

∣∣z(τ)
∣∣2 dτ ds−

t∫

0

es
∣∣z(s)

∣∣2 ds.

Стало быть,

∥∥x(t)
∥∥2

a
+
∣∣x′(t)

∣∣2 6 γ0(1 + et − 1) +

t∫

0

(1 + et − es)
∣∣z(s)

∣∣2 ds. �

С учетом монотонности правой части по t ∈ [0;T ], непосредственно из леммы 10 выте-

кает оценка (с точностью до эквивалентной нормы):

‖x‖W [0;t] 6 2et/2

√√√√√γ0 +

t∫

0

∣∣z(s)
∣∣2 ds 6 2et/2

(√
γ0 + ‖z‖L2(0,t;Ṽ )

)
.

Таким образом, условие A4) выполняется при L4(t, s) = 2et/2(
√
γ
0
+ s), σ′ = σ = 2.

Для выполнения условия F4) опять же достаточно, чтобы оператор f [u] был оператором

Немыцкого (f [u]x)(ξ, t) = f [u]
(
ξ, t, x(ξ, t), x′(ξ, t)

)
и удовлетворял неравенству:

∣∣f [u]
(
., t, x(., t), x′(., t)

)∣∣ 6 N5(t, β(t)),

при п. в. t ∈ [0;T ] и всех x ∈ W , ‖x‖W [0;t] 6 β(t). При этом Ψ(s) =
√
s, N4[β] = N 2

5 (., β).
Неравенство (3.1) принимает вид:

2et/2
(√

γ0 + ‖N5(., β)‖L2[0,t]

)
6 β(t), t ∈ [0;T ].
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Сделаем замену: α(t) =

(
1

2
e−t/2β(t)−√

γ0

)2

. Соответственно,

β(t) = 2et/2
(√

α(t) +
√
γ0
)
≡ B[α](t).

Тогда нам достаточно, чтобы задача Коши

α′ = N 2
5

(
t, B[α](t)

)
, α(0) = 0,

имела решение на [0;T ]. Таким образом, можно пользоваться результатами § 3 для зада-

чи (6.3), (6.2).

Исходя из проведенных рассуждений, нетрудно обосновать выполнение условий A1),
A2) и обеспечить выполнение условий F1), F2). Для этого достаточно лишь предъявить

компактное вложение W ⊂ Lq(0, T ;H) при некотором V ⊂ H ⊂ Ṽ . Пусть область Ω удо-

влетворяет условиям леммы 3. Заметим, что при n > 2 в любом случае выполняется нера-

венство 2 <
2n

n− 2
. Поэтому, согласно лемме 3 (при p = 2, ℓ = 1) для всякого r ∈

[
2;

2n

n− 2

)

и H = Lr(Ω) имеет место компактное вложение V ⊂ H , и очевидно, справедливо непре-

рывное вложение H ⊂ Ṽ . В таком случае, в соответствии с леммой 2, имеем компактное

вложение W̃ ⊂ Lp(0, T ;H). Учитывая, что пространство W , в свою очередь, непрерывно

(а значит, и ограниченно) вложено в W̃ , множество, ограниченное в W , будет ограничен-

ным и в W̃ . Поэтому соответствующее вложение W ⊂ Lp(0, T ;H) является, очевидно,

компактным. Таким образом, можно пользоваться результатами § 1 для задачи (6.3), (6.2).

§ 7. О двух версиях уравнения (0.1)

Пусть z — некоторый произвольно фиксированный элемент подходящего пространства.

Для уравнения вида (0.1) возможны два случая: а) F [x, z] = F [z]; б) F [x, z] зависит от x.

Например, если обратиться вновь к задаче (6.1), (6.2), то можно считать, что F [z] = F [z],
см. § 6; это соответствует случаю а). Используя уже известные результаты о разрешимости

задачи (6.1), (6.2), свойствах решения и характере его зависимости от правой части z ∈ Z =
= L2(Q), мы в § 6 получаем необходимые нам свойства оператора F [z]. Но допустим, что

нам известно лишь о факте разрешимости задачи (6.1), (6.2), но неизвестны необходимые

свойства решения. В этом случае можно использовать следующий прием линеаризации.

Прежде всего, рассматривается линейный аналог уравнения (6.1):

∂2x

∂t2
−∆ x = z. (7.1)

Условия разрешимости линейной задачи (7.1), (6.2) и свойства решения хорошо известны.

При фиксированном y ∈ W рассмотрим уравнение

∂2x

∂t2
−∆ x = z − |y|ρy. (7.2)

Это частный случай уравнения (7.1). Поэтому, если обозначить G[z] — решение задачи (7.1),

(6.2), F [y, z] = G
[
z − |y|ρy

]
— решение задачи (7.2), (6.2), то свойства оператора F нам

оказываются известными. При этом задача (6.1), (6.2) может быть представлена в виде

абстрактного уравнения

x = F [x, z]. (7.3)

Эта ситуация соответствует случаю б). А если учесть, что оператор представляется в ви-

де F [y, z] = G
[
f(y, z)

]
, где f(y, z) = z − |y|ρy, для доказательства разрешимости уравне-

ния (7.3) можно, в свою очередь, использовать признаки ТГР. Правда, если действовать
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этим способом, условия ТГР для уравнения (0.2), то есть в данном случае задачи (6.3),

(6.2), окажутся несколько более грубыми, поскольку будут более ограниченными возмож-

ности для учета специфики задачи (6.1), (6.2). Отметим, кстати, что при исследовании урав-

нений Навье–Стокса зачастую применяется аналогичный прием линеаризации, см., напри-

мер, [16].

Случай а), фактически, имеет место, когда известно, что для всякого фиксированно-

го z из некоторого класса та или иная распределенная система с параметром z заведо-

мо имеет решение x и известны те или иные свойства зависимости x от z. Как правило,

элемент z представляет собой правую часть некоторого дифференциального или интегро-

дифференциального уравнения (обыкновенного или в частных производных) — договорим-

ся называть его уравнением с (произвольно) фиксированной правой частью. Глобальной

разрешимости различных конкретного вида уравнений с фиксированной правой частью по-

священа довольно обширная литература — см., например, [12–15]. Зависимость решения x

от z как раз и выражает оператор F . Во многих работах, посвященных глобальной раз-

решимости уравнений с фиксированной правой частью, не просто устанавливается факт

разрешимости, но и выводятся некоторые оценки (по норме или интегрального вида) x

через z. В частности, при доказательстве теорем единственности решения, выводятся оцен-

ки приращения решения через приращение правой части. Тем самым, оказывается, что

оператор F , образно говоря, «обретает плоть и кровь» в виде тех или иных конкретных

свойств. И зачастую оказывается возможным уловить нечто общее в этих свойствах для

различных уравнений. Постулируя эти общие свойства, можно рассматривать абстрактное

уравнение (0.1), абстрагируясь от того, каким именно уравнением с фиксированной правой

частью порожден оператор F — важны лишь сами свойства. Если, скажем, исходное урав-

нение было линейным, то линейным оказывается и оператор F , и более того, характерной

является ситуация, когда этот оператор еще и ограничен. Между тем, известны результа-

ты о глобальной разрешимости и для нелинейных уравнений. Понятно, что в зависимости

от конкретного класса или типа уравнений с фиксированной правой частью, от которых мы

отправлялись, будут различаться и те наборы свойств оператора F , которые мы постулиру-

ем. Стоит отметить, что элемент z может иметь и какой-либо иной смысл — это может быть

не только правая часть, но и начальные и/или краевые условия, коэффициент уравнения

или какой-либо иной параметр.

Случай б) возникает, в частности, когда для исследования уравнения более сложного

вида привлекаются результаты исследований уравнения более простого вида, как это было

только что описано выше на примере задачи (6.1), (6.2). В данной статье мы ограничились

рассмотрением случая а). Но, с учетом вышесказанного, изучение случая б) тоже представ-

ляется достаточно актуальным.
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Let H be a Banach space, T > 0, σ ∈ [1;∞] and let W [0; τ ], τ ∈ (0;T ), be the scale of Banach spaces

which is induced by restrictions from a space W = W [0;T ]; F : Lσ(0, T ;H) → W be a Volterra operator

(an operator with Volterra property); f [u] : W → Lσ(0, T ;H) be a controlled Volterra operator depending

on a control u ∈ U . We consider the equation as follows

x = F
(
f [u](x)

)
, x ∈ W.

For this equation we establish signs of totally (with respect to a set of admissible controls) global solvabil-

ity subject to global solvability of some functional integral inequality in the space R. In many particular

cases the above inequality may be realized as the Cauchy problem associated with an ordinary differential

equation. In fact, the analogous result which was obtained by the author formerly is developed, this

time under other hypotheses, more convenient for practical usage (although in more particular statement).

Separately, we consider the cases of compact embedding of spaces and continuity of the operators F ,

f [u] (such an approach has not been used by the author formerly), from one hand, and of local integral

analogue of the Lipschitz condition with respect to that operators, from another hand. In the second case

we prove also the uniqueness of solution. In the first case we use Schauder theorem and in the second

case we apply the technique of solution continuation along with the time axis (id est continuation along

with a Volterra chain). Finally, as an example, we consider a nonlinear wave equation in the space R
n.
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