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О ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЗАВИСИМОСТИ ОБЪЕМА ИНТЕГРАЛЬНЫХ ВОРОНОК
И ИХ АППРОКСИМАЦИЙ

Рассматривается нелинейная управляемая система в конечномерном евклидовом пространстве

и на конечном промежутке времени, зависящая от параметра. Изучаются множества достижимости

и интегральные воронки дифференциального включения, соответствующего управляемой системе,

содержащей параметр. При исследовании многочисленных задач теории управления и дифферен-

циальных игр, конструировании их решений и оценивании погрешностей применяются различные

теоретические подходы и ассоциированные с ними вычислительные методы. К упомянутым задачам

принадлежат, например, различного рода задачи о сближении, разрешающие конструкции которых

могут быть описаны достаточно просто в терминах множеств достижимости и интегральных воро-

нок.

В настоящей работе изучается зависимость множеств достижимости и интегральных воронок

от параметра: оценивается степень этой зависимости от параметра при определенных условиях

на управляемую систему. Степень зависимости интегральных воронок исследована на предмет из-

менения их объема при варьировании параметра. Для оценки этой зависимости вводятся системы

множеств в фазовом пространстве, аппроксимирующие множества достижимости и интегральные

воронки на заданном промежутке времени, отвечающие конечному разбиению этого промежутка.

При этом сначала оценивается степень зависимости аппроксимирующей системы множеств от па-

раметра, и затем эта оценка используется при оценке зависимости объема интегральной воронки

дифференциального включения от параметра. Такой подход естественен и особенно полезен при

изучении конкретных прикладных задач управления, при решении которых в конечном итоге при-

ходится иметь дело не с идеальными множествами достижимости и интегральными воронками,

а с их аппроксимациями, отвечающими дискретному представлению временного промежутка.
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Введение

В данной работе рассмотриваются управляемые системы в двумерном евклидовом про-

странстве, заданные на конечном промежутке времени и зависящие от параметра. Изучается

зависимость объема их интегральных воронок от постоянного параметра, который задает-

ся перед началом движения системы. Исследуется оценка погрешности при вычислении

объема интегральной воронки управляемой системы с помощью «ступенчатой» аппрокси-

мации. Кроме того, получена оценка степени зависимости объема интегральной воронки

от параметра, присутствующего в управляемой системе. Следует отметить, что интеграль-

ные воронки наряду с множествами достижимости играют важную роль при построении

разрешающих конструкций для различных задач теории управления и теории дифферен-

циальных игр [1–11]. При исследовании интегральных воронок и множеств достижимости,

их конструировании и оценивании применяются различные теоретические подходы и ассо-

циированные с ними вычислительные методы [12–20].

https://doi.org/10.35634/vm220307
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Ранее в работах [21–23] были изучены задачи наведения интегральных воронок на це-

левое множество дифференциальных включений, зависящих от параметра, с помощью вы-

бора этого самого параметра и начальной точки. Однако, если целевое множество заранее

не определено, а параметр необходимо выбрать до начала некоторой дифференциальной

игры, то имеет смысл осуществить выбор с целью максимизации объема интегральной во-

ронки. Кроме того, подходы, используемые в настоящей работе, могут оказаться полезными

при исследовании робастности интегральной воронки по отношению к параметру в метрике

объема геометрической разности между двумя интегральными воронками.

§ 1. Постановка задачи

Пусть на промежутке времени [t0, ϑ], t0 < ϑ < ∞, задана управляемая система Σ

dx

dt
= fα(t, x, u), (1.1)

где x ∈ R
n — фазовый вектор системы Σ, u — управляющее воздействие из компакта

P ∈ comp(Rp), α — параметр из компакта L ∈ comp(Rl); comp(Rk) — пространство

компактов в R
k с хаусдорфовой метрикой d(X(1), X(2)) = max(h(X(1), X(2)), h(X(2), X(1))),

h(X(1), X(2)) = max
x(1)∈X(1)

ρ(x(1), X(2)) — хаусдорфово отклонение X(1) от X(2), где

ρ(x(1), X(2)) = min
x(2)∈X(2)

||x(1) − x(2)||.

Предполагается, что система Σ удовлетворяет следующим условиям.

Условие A. Функция fα(t, x, u) определена и непрерывна на [t0, ϑ] × R
n × P × L ,

и для любой ограниченной и замкнутой области D ⊂ [t0, ϑ]× R
n найдутся функция ω∗(r),

r ∈ (0,∞) (ω∗(r) ↓ 0, r ↓ 0), и непрерывная функция L(t) ∈ (0,∞), t ∈ [t0, ϑ], удовлетворя-

ющие соотношениям

||fα(t, x, u)− fβ(τ, x, u)|| 6 ω∗(|t− τ |+ ||α− β||), (t, x), (τ, x) ∈ D, u ∈ P, α, β ∈ L ;

||fα(t, x, u)− fα(t, y, u)|| 6 L(t)||x− y||, (t, x), (t, y) ∈ D, u ∈ P, α ∈ L .

Условие B. Найдется такое γ ∈ (0,∞), что

||fα(t, x, u)|| 6 γ(1 + ||x||), (t, x, u) ∈ [t0, ϑ]× R
n × P, α ∈ L .

Кроме условий A и B, далее мы сформулируем дополнительное условие C, налагаемое

не только на систему, но и на разрешающие конструкции.

Целью настоящей работы является оценка степени зависимости объема интегральной

воронки системы Σ от параметра α, а также формулирование способа численного вычисле-

ния объема интегральной воронки и обоснование его сходимости при уменьшении диамет-

ра используемых разбиений.

§ 2. Основные обозначения и конструкции

Введем многозначное отображение

(t, x) 7→ Fα(t, x) = coFα(t, x),

где Fα(t, x) = {fα(t, x, u) : u ∈ P} ∈ comp(Rn), (t, x) ∈ [t0.ϑ]× R
n, α ∈ L .

Отображение (t, x) 7→ Fα(t, x) ∈ comp(Rn) удовлетворяет следующим условиям, выте-

кающим из условий A и B.



В. Н. Ушаков, А. А. Ершов 449

Условие A
∗. Для любой ограниченной и замкнутой области D ⊂ [t0, ϑ] × R

n найдут-

ся функция ω∗(r), r ∈ (0,∞) (ω∗(r) ↓ 0, r ↓ 0), и непрерывная функция L(t) ∈ (0,∞),
t ∈ [t0, ϑ], удовлетворяющие соотношениям

d(Fα(t, x), Fβ(τ, y)) 6 ω∗(|t− τ |+ ||α− β||), (t, x), (τ, y) ∈ D, α, β ∈ L ;

d(Fα(t, x), Fα(t, y)) 6 L(t)||x− y||, (t, x), (t, y) ∈ D, α ∈ L .

Условие B
∗. Найдется такое γ ∈ (0,∞), что

h(Fα(t, x), {0}) 6 γ · (1 + ||x||), (t, x, α) ∈ [t0, ϑ]× R
n × L ;

здесь 0 — нуль-вектор в R
n.

Введем на [t0, ϑ] дифференциальное включение (д. в.)

dx

dt
∈ Fα(t, x), α ∈ L , (2.1)

отвечающее системе Σ.

Пусть t∗ и t∗ (t∗ < t∗) из [t0, ϑ], x∗ ∈ R
n, X∗ ∈ comp(Rn), α ∈ L .

Введем обозначения:

Xα(t
∗, t∗, x∗) — множество достижимости д. в. (2.1) в момент t∗ с начальной точ-

кой x(t∗) = x∗;

Xα(t
∗, t∗, X∗) — множество достижимости д. в. (2.1) в момент t∗ с начальным множе-

ством X∗:

Xα(t
∗, t∗, X∗) =

⋃

x∗∈X∗

Xα(t
∗, t∗, x∗).

Известно, что Xα(t
∗, t∗, X∗) ∈ comp(Rn), отображение (t∗, t∗, X∗) 7→ Xα(t

∗, t∗, X∗)
непрерывно по t∗ на [t∗, ϑ] при фиксированных (t∗, X∗) ∈ [t0, ϑ] × comp(Rn) в хаусдор-

фовой метрике, а также Xα(t
∗, t∗, X∗) непрерывно зависит от X∗ при фиксированных t∗,

t∗, α.

Отображение α 7→Xα(t
∗, t∗, X∗) непрерывно также на L при фиксированных (t∗, t∗, X∗),

t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ, X∗ ∈ comp(Rn).
Введем также разбиение Γ = {t0, t1, . . . , ti, . . . , tN = ϑ} промежутка [t0, ϑ] с диамет-

ром ∆ = ∆(Γ) = ti+1 − ti = N−1(ϑ− t0).

Определим X̃P
α (t∗) ⊂ R

n, α ∈ L , — множества, отвечающие разбиениям P =
= {τ0 = t∗, τ1, . . . , τi, . . . , τN = t∗} промежутка [t∗, t

∗] и задающиеся при помощи соотно-

шений

X̃P

α (τ0) = X∗, X̃P

α (τi+1) = X̃α(τi+1, τi, X̃
P

α (τi)), i = 0, N − 1, (2.2)

где обозначено X̃α(τ
∗, τ∗,W∗) = {x ∈ R

n : x∗ = w∗ + (τ ∗ − τ∗)f∗, w∗ ∈ W∗, f∗ ∈ Fα(t∗, w∗)},

t∗ 6 τ∗ < τ ∗ 6 t∗, W∗ ∈ comp(Rn).
Известно, что при условиях A

∗, B∗ множество достижимости Xα(t
∗, t∗, X∗) удовлетво-

ряет предельному равенству

Xα(t̃
∗, t̃∗, X∗) = lim

∆=∆(Γ)↓0
X̃Γ

α(t
∗),

где моменты времени t̃∗ и t̃∗ — это точки из Γ, ближайшие к t∗ и t∗.
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Наряду с множеством достижимости Xα(t), α ∈ L , t ∈ [t0, ϑ], рассмотрим интегральные

воронки

Xα(t0, X
(0)) =

⋃

t∈[t0,ϑ]

(t, Xα(t)), α ∈ L ,

дифференциального включения (2.1).

Полагаем XΓ
α(t0, X

(0)) =
⋃
ti∈Γ

(ti, Xα(ti)), X̃
Γ
α(t0, X

(0)) =
⋃
ti∈Γ

(ti, X̃
Γ
α(ti)) — множества в D,

где X̃α(ti) определены рекуррентными соотношениями (2.2), в которых τ0 = t0, P = Γ,

X̃Γ
α(t0) = X(0).

Множества XΓ
α(t0, X

(0)) и X̃Γ
α(t0, X

(0)) есть некоторые аппроксимации интегральной во-

ронки Xα(t0, X
(0)), α ∈ L , дискретные по переменной t ∈ [t0, ϑ].

Принимая во внимание условие B
∗ и размеры компакта X∗, можем указать ограничен-

ную и замкнутую область D ⊂ [t0, ϑ] × R
n, содержащую все возможные в последующих

рассуждениях и оценках множества в пространстве [t0, ϑ]×R
n. Считаем, что ниже в оценках

применены функции ω∗(r), r ∈ (0,∞), и L(t), t ∈ [t0, ϑ], отвечающие этой области D.

Наряду с функцией L(t) будем использовать более «традиционную» константу Липшица

L > max
t∈[t0,ϑ]

L(t)

и постоянную

K > max
(t,x,u,α)∈D×P×L

||fα(t, x, u)|| ∈ (0,∞).

§ 3. Численное вычисление объема интегральной воронки системы Σ

В этом параграфе рассмотрим систему (1.1) в R
2. Cосредоточимся на изучении инте-

гральных воронок Xα(t0, X
(0)), α ∈ L , соответствующего системе (1.1) дифференциально-

го включения (2.1), и изучим вопросы приближенного вычисления объемов интегральных

воронок Xα(t0, X
(0)), α ∈ L .

Сначала сосредоточим внимание на какой-либо интегральной воронке Xα(t0, X
(0)),

α ∈ L , и соответствующей ей системе
{
X̃Γ

α(ti)
}

, X̃Γ
α(t0) = X(0), где

Γ = {t0, t1, . . . , ti, . . . , tN = ϑ}.

В § 2 были введены две «дискретные по t» аппроксимации XΓ
α(t0, X

(0)) и X̃Γ
α(t0, X

(0))
интегральной воронки Xα(t0, X

(0)) (т. е. множества в D, имеющие проекции на ось t, сов-

падающие с Γ).

Введем еще две аппроксимации интегральной воронки Xα(t0, X
(0)), отвечающие разби-

ению Γ и «сплошные по t» (т. е. имеющие проекции на ось t, совпадающие с [t0, ϑ]).
Эти две последние аппроксимации интегральной воронки Xα(t0, X

(0)) есть очевидные

аналоги ломаных Эйлера из теории дифференцильных уравнений и кусочно-постоянных

аппроксимаций непрерывных функций из математического анализа.

Итак, введем множества в R
2:

X̃Γ
α(t) = {x ∈ R

2 : x = x(ti) + (t− ti)f(ti),

x(ti) ∈ X̃Γ
α(ti), f(ti) ∈ Fα(ti, x(ti))}, t ∈ [ti, ti+1], i ∈ 0, N − 1.

Таким образом, системе {X̃Γ
α(ti)} ⊂ R

2, соответствующей разбиению Γ, сопоставляется

своеобразная ломаная Эйлера X̃Γ
α(t), t ∈ [ti, ti+1], i ∈ 0, N − 1.
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R
2

X̃Γ
α(t) X̃Γ

α(ti)

Рис. 1. Возможное расположение множеств X̃Γ
α(t) и X̃Γ

α(ti)

Сопоставим ей в множестве D следующее множество

Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) =
⋃

i∈0,N−1

⋃

t∈[ti,ti+1]

(t, X̃Γ
α(t)).

Назовем множество Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) интегральной воронкой ломаной Эйлера X̃Γ
α(t), t ∈ [ti, ti+1],

i ∈ 0, N − 1.
Системе {X̃Γ

α(ti)} сопоставим еще одно семейство в D, которое трактуем как аппрок-

симацию интегральной воронки Xα(t0, X
(0)) д. в. (2.1) и интегральной воронки Ỹ Γ

α (t0, X
(0))

ломаной Эйлера X̃Γ
α(t) на [t0, ϑ]. А именно, введем множество в D

X̃Γ
α(t0, X

(0)) =
⋃

i∈0,N−1

Z̃Γ
α([ti, ti+1])

⋃
(tN , X̃

Γ
α(tN)),

где Z̃Γ
α([ti, ti+1]) = [ti, ti+1) × X̃Γ

α(ti), α ∈ L , i ∈ 0, N − 1. Множество X̃Γ
α(t0, X

(0)) есть

ступенчатая аппроксимация интегральных воронок Xα(t0, X
(0)) и Ỹ Γ

α (t0, X
(0)), соответству-

ющая разбиению Γ. Каждая ее ступень Z̃Γ
α([ti, ti+1]) есть цилиндр в D ⊂ [t0, ϑ]×R

2 с осно-

ванием X̃Γ
α(ti), i ∈ 0, N − 1.

Сравним объемы интегральной воронки Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) и множества Z̃Γ
α(t0, X

(0)), α ∈ L .

Для этого обратимся к звену X̃Γ
α(t), t ∈ [ti, ti+1], i ∈ 0, N − 1, ломаной Эйлера X̃Γ

α(t),
t ∈ [t0, ϑ].

Из определения множества X̃Γ
α(t)[ti,ti+1] следует

d(X̃Γ
α(t), X̃

Γ
α(ti)) 6 K∆, t ∈ [ti, ti+1].

Символом s̃Γα(t), t ∈ [ti, ti+1], обозначим площадь множества X̃Γ
α(t), t ∈ [ti, ti+1]. Так как

отображение t 7→ X̃Γ
α(t), t ∈ [ti, ti+1], непрерывно (в хаусдорфовой метрике) на [ti, ti+1],

то функция s̃Γα(t) непрерывна по t на [ti, ti+1].
Оценим сверху величину (рис. 1)

∣∣s̃Γα(t)− s̃Γα(ti)
∣∣ , t ∈ [ti, ti+1]. (3.1)

При выводе оценки величины (3.1) и везде ниже при выводе оценок аналогичных вели-

чин предполагается, что выполнено следующее условие.

Условие C. Длины lα(t) и l̃α(t) границ ∂Xα(t) и ∂X̃Γ
α (t) множеств Xα(t) и X̃Γ

α(t) в про-

странстве R
2 ограничены сверху: существует такое l∗ ∈ (0,∞), что

max
α∈L ,Γ,t∈[t0,ϑ]

(lΓα(t), l̃
Γ
α (t)) 6 l∗.
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R
2

K∆

K∆

X̃Γ
α (t)

ÕΓ
α(t)

Рис. 2. K∆-слой OΓ
α(t) = cl(X̃Γ

α(t)K∆\X̃
Γ
α(t))

Условие C является вполне естественным, поскольку все множества Xα(t) и X̃Γ
α(t) кон-

струируются, исходя из одного начального множества Xα(t0) = X̃Γ
α(t0) = X(0), и рассмат-

риваются на конечном промежутке времени [t0, ϑ].

Далее, символом OΓ
α(t), α ∈ L , t ∈ [t0, ϑ], обозначим K∆-слой cl(X̃Γ

α(t)K∆\X̃
Γ
α(t)),

охватывающий множество X̃Γ
α(t); здесь clX∗ и X∗

ε — замыкание и ε-окрестность множе-

ства X∗ ⊂ R
2 (рис. 2).

Из приведенной выше оценки величины d(X̃Γ
α(t), X̃

Γ
α(ti)), t ∈ [ti, ti+1], следует

X̃Γ
α(t) ⊂ X̃Γ

α(ti)K∆ = X̃Γ
α(ti) ∪ OΓ

α(ti),

X̃Γ
α(ti) ⊂ X̃Γ

α(t)K∆ = X̃Γ
α(t) ∪ OΓ

α(t).

Из этих неравенств для площадей s̃Γα(t) и s̃Γα(ti) множеств X̃Γ
α(t) и X̃Γ

α(ti) при α ∈ L и

t ∈ [ti, ti+1] следует оценка

s̃Γα(t) 6 s̃Γα(ti) + s(OΓ
α(ti)),

s̃Γα(ti) 6 s̃Γα(t) + s(OΓ
α(t));

(3.2)

здесь s(OΓ
α(ti)), t ∈ [ti, ti+1] — площади K∆-слоев OΓ

α(t).
Из неравенств (3.2) следует

∣∣s̃Γα(t)− s̃Γα(ti)
∣∣ 6 max(s(OΓ

α(t)), s(O
Γ
α(ti)), α ∈ L , t ∈ [ti, ti+1]. (3.3)

Замечание 1. Известно (см., например, [24]), что если множество X ∈ comp(R2) выпукло,

то площадь s(Oε) ε-слоя Oε = cl(Xε\X), опоясывающего множество X , и длина l(∂X)
границы ∂X множества X связаны равенством

s(Oε) = l(∂X) · ε+ πε2.

Если же X ∈ comp(R2) невыпукло, то площадь s(Oε) может не совпадать с величиной

l(∂X) · ε+ πε2, а как бы усохнуть. В этом случае выполняется неравенство

s(Oε) 6 l(∂X) · ε+ πε2. (3.4)

Неравенство (3.4) применим к нашим оценкам, содержащим s(OΓ
α(ti)) и s(OΓ

α(t)).
А именно, из неравенства (3.3), учитывая замечание 1 и условие C, получаем

∣∣s̃Γα(t)− s̃Γα(ti)
∣∣ 6 l∗ ·K∆+ π · (K∆)2, α ∈ L , t ∈ [ti, ti+1], i ∈ 0, N − 1.
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t

K∆

X̃Γ
α (t)

X̃Γ
α (ti)

X̃Γ
α (ti+1)

X̃Γ
α (ti)K∆

X̃Γ
α (ti)K∆

Z̃Γ
α([ti, ti+1])

ti

ti+1

[ti, ti+1]×R
2

Рис. 3. Участок интегральной воронки Xα(t) при t ∈ [ti, ti+1]

Далее, нас интересует объем фрагмента Ỹ Γ
α (t0, X

(0))[ti,ti+1] = Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) ∩
(
[ti, ti+1] × R

2
)

интегральной воронки Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) ломаной Эйлера X̃Γ
α(t), t ∈ [t0, ϑ]. Точнее, — нас интере-

сует его приближенное значение. Этот объем обозначим символом ṽΓα([ti, ti+1]).

Объем v̂Γα([ti, ti+1]) = v(Z̃Γ
α([ti, ti+1])) цилиндра Z̃Γ

α([ti, ti+1]) определяется равенством

v̂Γα([ti, ti+1]) = s̃Γα(ti)∆i.

Справедлива оценка

∣∣ṽΓα([ti, ti+1])− v̂Γα([ti, ti+1])
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

s̃Γα(t) dt− s̃Γα(ti)∆i

∣∣∣∣ 6

6

∫ ti+1

ti

|s̃Γα(t)− s̃Γα(ti)| dt 6
(
l∗ ·K∆+ π · (K∆)2

)
∆i, i ∈ 0, N − 1.

(3.5)

Принимая во внимание (3.5), получаем, что рассогласование между объемом ṽΓα([t0, ϑ]) =

= v(Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) интегральной воронки Ỹ Γ
α (t0, X

(0)) и объемом v̂Γα([t0, ϑ]) = v(Z̃Γ
α(t0, X

(0)))

ее ступенчатой аппроксимации Z̃Γ
α(t0, X

(0)) удовлетворяет неравенству

|ṽΓα([t0, ϑ])− v̂Γα([t0, ϑ])| =
∣∣∣
N−1∑

i=0

ṽΓα([ti.ti+1])−
N−1∑

i=0

v̂Γα([ti, ti+1])
∣∣∣ 6

6

N−1∑

i=0

|ṽΓα([ti, ti+1])− v̂Γα([ti, ti+1])) 6

N−1∑

i=0

(l∗K∆+ π · (K∆)2)∆i =

=
(
l∗K∆+ π(K∆)2

)
(ϑ− t0).
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Теперь, применяя аналогичную схему, сравним объемы Xα(t0, X
(0)) — интегральной

воронки д. в. (2.1) — и ее ступенчатой аппроксимации Z̃Γ
α(t0, X

(0)), α ∈ L .

Для этого рассмотрим участок Xα(t)[ti,ti+1] = Xα(t), t ∈ [ti, ti+1], отвечающий промежут-

ку [ti, ti+1] (рис. 3).

Из определения множества достижимости Xα(t), t ∈ [ti, ti+1], следует

d(Xα(t), Xα(ti)) 6 K∆, t ∈ [ti, ti+1),

и, кроме того,

d(Xα(ti), X̃
Γ
α(ti)) 6 eL·(ti−t0) · (ti − t0)(ω

∗(∆) + LK∆), α ∈ L , i ∈ 1, N,

где L и K определены в § 2.

Из этих двух неравенств следует

d(Xα(t), X̃
Γ
α(ti)) 6 eL·(ti−t0) · (ti − t0)(ω

∗(∆) +KL∆) +K∆. (3.6)

Символом sα(t), t ∈ [ti, ti+1], обозначим площадь множества достижимости Xα(t),
t ∈ [ti, ti+1]. Так как отображение t 7→Xα(t) непрерывно в хаусдорфовой метрике на [ti, ti+1],
то функция sα(t) непрерывна на [ti, ti+1].

Оценим сверху величину

|sα(t)− s̃ Γ
α (ti)|, t ∈ [ti, ti+1].

Введем функцию γ(δ) = eL(ϑ−t0)(ϑ− t0)(ω
∗(δ) + LKδ) +Kδ, δ ∈ (0,∞).

Символом Qα(t), α ∈ L , t ∈ [t0, ϑ], обозначим γ(∆)-слой cl
(
Xα(t)γ(∆)\Xα(t)

)
, опоясы-

вающий множество Xα(t). Символом QΓ
α(ti), α ∈ L , обозначим γ(∆)-слой, представляю-

щий собой cl
(
X̃Γ

α(ti)γ(∆)\X̃
Γ
α(ti)

)
и опоясывающий множество QΓ

α(ti).

Из оценки (3.6) величины d(Xα(t), X̃
Γ
α(ti)), t ∈ [ti, ti+1], следует

Xα(t) ⊂ X̃Γ
α(ti)γ(∆) = X̃Γ

α(ti) ∪QΓ
α(ti), X̃Γ

α(ti) ⊂ Xα(t)γ(∆) = Xα(t) ∪Qα(t).

Из этих включений следуют оценки для площадей sα(t) и s̃Γα(ti) множеств Xα(t) и X̃Γ
α(ti)

sα(t) 6 s̃Γα(ti) + s(QΓ
α(ti)), s̃Γα(ti) 6 sα(t) + s(Qα(t));

здесь s(QΓ
α(ti)) и s(Qα(t)) — площади множеств QΓ

α(ti) и Qα(t), α ∈ L , t ∈ [ti, ti+1).
Из последних оценок следует

|sα(t)− s̃Γα(ti)| 6 max(s(Qα(t)), s(Q
Γ
α(ti)), α ∈ L , t ∈ [ti, ti+1).

Справедливы также оценки

s(Qα(t)) 6 lα(t) · γ(∆) + π · γ(∆)2 6 l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2,

s(QΓ
α(ti)) 6 lΓα(ti) · γ(∆) + π · γ(∆)2 6 l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2,

α ∈ L , t ∈ [ti, ti+1), i ∈ 0, N − 1.

Учитывая приведенные выше неравенства, получаем

|sα(t)− s̃Γα(ti)| 6 l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2, α ∈ L , t ∈ [ti, ti+1), i ∈ 0, N − 1. (3.7)
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Для нас представляет интерес объем vα([ti, ti+1]) = v(Xα(t0, X
(0))[ti,ti+1]) фрагмен-

та Xα(t0, X
(0))[ti,ti+1] = Xα(t0, X

(0)) ∩
(
[ti, ti+1] × R

2
)

интегральной воронки Xα(t0, X
(0))

д. в. (2.1), соответствующего промежутку [ti, ti+1].
Сравним объемы vα([ti, ti+1]) и v̂Γα([ti, ti+1]).
С учетом (3.7) получаем, что справедлива оценка

∣∣vα([ti, ti+1])− v̂Γα([ti, ti+1])
∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(sα(t)− s̃Γα(ti)) dt

∣∣∣∣ 6
∫ ti+1

ti

|sα(t)− s̃Γα(ti)| dt 6

6
(
l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2

)
∆i, α ∈ L , i ∈ 0, N − 1.

(3.8)

Из (3.8) получаем искомую оценку рассогласования между объемом vα([t0, ϑ]) =
= v(Xα(t0, X

(0))) интегральной воронки Xα(t0, X
(0)) и объемом v̂Γ([t0, ϑ]) ее ступенчатой

аппроксимации Z̃Γ
α(t0, X

(0)).

Теорема 1 (о численном вычислении объема интегральных воронок). Если управляемая

система Σ удовлетворяет условиям A, B и C, то выполняется следующая оценка:

∣∣vα([t0, ϑ])− v̂Γα([t0, ϑ]) =
∣∣∣
N−1∑

i=0

vα([ti, ti+1])−

N−1∑

i=0

v̂Γα([ti, ti+1])
∣∣∣ 6

6

N−1∑

i=0

∣∣vα([ti, ti+1])− v̂Γα([ti, ti+1])
∣∣ 6

N−1∑

i=0

(
l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2

)
∆i =

=
(
l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2

)
· (ϑ− t0).

(3.9)

§ 4. Оценка степени зависимости объема интегральной воронки управляемой систе-
мы Σ от параметра

В задачах, связанных с вычислением объемов интегральных воронок Xα(t0, X
(0)),

α ∈ L , может возникать вопрос о сравнении объемов v(Xα(t0, X
(0))) и v(Xβ(t0.X

(0))),
α и β из L . Принимая во внимание возможность подмены множеств Xα(t0, X

(0)) их ап-

проксимациями Z̃Γ
α(t0, X

(0)), мы можем подменить вопрос о сравнении объемов интеграль-

ных воронок вопросом о сравнении объемов v(Z̃Γ
α(t0, X

(0))) и v(Z̃Γ
β (t0.X

(0))), α и β из L .

К решению последнего вопроса можно подойти, введя в компакте L конечную ρ-сеть

L
(ρ) = {α(k) : k ∈ 1, K∗}. Будем считать, что такая ρ-сеть L

(ρ) введена; выбор числа

ρ ∈ (0,∞) уточним ниже.

Нам предстоит получить оценку сверху величины

|v̂Γα([t0, ϑ])− v̂Γβ ([t0, ϑ])|, α, β ∈ L ;

здесь v̂Γα([t0, ϑ]) = v(Z̃Γ
α(t0, X

(0))) (см. с. 453).

Запишем для этого оценку [23, (2.28)] в виде

d(X̃Γ
α(ti), X̃

Γ
β (ti)) 6 e

i−1∑

k=1

L(τk)∆k

(ti − t0)ω
∗(||α− β||) 6

6 e

N−1∑

k=0
L(τk)∆k

· (ϑ− t0)ω
∗(||α− β||).

(4.1)

Для правой части оценки (4.1) введем обозначение

ϕΓ(||α− β||) = e

N−1∑

k=0
L(τk)∆k

· (ϑ− t0)ω
∗(||α− β||).
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Объемы v̂Γα([t0, ϑ]) и v̂Γβ ([t0, ϑ]) стеснены оценкой

|v̂Γα([t0, ϑ])− v̂Γβ ([t0, ϑ])| 6
(
l∗ · ϕ(Γ; ||α− β||) + π · ϕΓ(||α− β||)2

)
· (ϑ− t0). (4.2)

Зададим некоторую функцию κ(δ) ↓ 0, δ ↓ 0.
Принимая во внимание, что разбиение Γ задано и, стало быть, задан диаметр ∆ =

= ∆(Γ) = ∆i = ti+1 − ti, i = 0, N − 1, разбиения, выберем ρ — параметр сети L
(ρ)

из условия ρ ∈ (0,κ(∆)).
Тогда для любого α ∈ L найдется α(k) ∈ L (ρ) такое, что

|v̂Γα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])| 6

6
(
l∗ · ϕΓ(||α− α(k)||) + π · ϕΓ(||α− α(k)||)2

)
· (ϑ− t0).

(4.3)

Задав ε ∈ (0,∞) и имея функцию κ(δ) на (0,∞), можем выбрать настолько густое

разбиение Γ, что значение κ(∆) = κ(∆(Γ)) будет удовлетворять неравенству

(
l∗ · ϕΓ(κ(∆)) + π · ϕΓ(κ(∆))2

)
· (ϑ− t0) <

ε

2
. (4.4)

Далее, выбрав по этому ∆ = ∆(Γ) число ρ ∈ (0,κ(∆)), получаем, что для любого

α ∈ L найдется α(k) ∈ L (ρ), удовлетворяющее неравенству

|v̂Γα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])| 6

6
(
l∗ · ϕΓ(||α− α(k)||) + π · ϕΓ(||α− α(k)||)2

)
· (ϑ− t0) 6

6
(
l∗ · ϕΓ(κ(∆)) + π · ϕΓ(κ(∆))2

)
· (ϑ− t0) <

ε

2
.

Таким образом, задав ε ∈ [0,∞), функцию κ(δ) на (0,∞), разбиение Γ с диаметром

∆ = ∆(Γ) = N−1 · (ϑ− t0), удовлетворяющим (4.4), и выбрав ρ ∈ (0,κ(∆)), мы можем под-

менить с точностью до ε/2 вычисление объемов v̂Γα([t0, ϑ]), α ∈ L , вычислением объемов

v̂Γ
α(k)([t0, ϑ]), α

(k) ∈ L (k).

Например, в тех задачах оптимального управления, которые связаны с оптимизацией

объемов интегральных воронок Xα(t0, X
(0)), α ∈ L , мы можем подменять вычисление

объемов v(Xα(t0, X
(0))), α ∈ L , вычислением объемов v(Z̃Γ

α(k)(t0, X
(0))), α(k) ∈ L (ρ), с из-

вестной степенью точности, зависящей от ∆ = ∆(Γ).
При такой подмене мы легко можем получить оценку рассогласования между объемами

vα([t0, ϑ]) = v(Xα(t0, X
(0)) и v̂α(k)([t0, ϑ]) = v(Z̃Γ

α(k)(t0, X
(0))), используя ранее построенные

оценки.

Действительно, имеем

|vα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])| 6

6 |vα([t0, ϑ])− v̂Γα([t0, ϑ])|+ |v̂Γα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])| 6

6
(
l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2

)
· (ϑ− t0) +

+
(
l∗ · ϕΓ(||α− α(k)||) + π · ϕΓ(||α− α(k)||)2

)
· (ϑ− t0) =

=
(
l∗(γ(∆) + ϕΓ(||α− α(k)||) + π · (γ(∆)2 + ϕΓ(||α− α(k)||)2)

)
· (ϑ− t0),

(4.5)

учитывая (3.9) и (4.3).

Скорректируем выбор разбиения Γ промежутка [t0, ϑ] так, чтобы в дополнении к нера-

венству (4.4) выполнялось неравенство

(
l∗ · γ(∆) + π · γ(∆)2

)
· (ϑ− t0) <

ε

2
.
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Поскольку параметр ρ удовлетворяет неравенству ρ < κ(∆), то получаем из (4.5) для

значений α ∈ L и α(k) ∈ L (ρ), ||α− α(k)|| 6 ρ оценку

|vα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])| 6

6
(
l∗ · (γ(∆) + ϕΓ(κ(∆))) + π · (γ(∆)2 + ϕΓ(κ(∆))2)

)
· (ϑ− t0).

(4.6)

При выбранных разбиении Γ, значении ρ < κ(∆) и α ∈ L , α(k) ∈ L ρ, ||α(k) − α|| 6 ρ
получаем оценку

|vα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])| 6 ε. (4.7)

В правую часть оценки (4.6) входят функции γ(δ) и ϕΓ(ρ), где δ и ρ из (0,∞); функ-

ция κ(δ), δ ∈ (0,∞), выбрана нами.

Функции γ(δ) и ϕΓ(ρ) описываются простыми формулами и легко могут быть вычисле-

ны их значения γ(∆) и ϕΓ(κ(∆)). Поскольку γ(δ) ↓ 0, δ ↓ 0 и ϕΓ(ρ) ↓ 0, ρ ↓ 0, то правая

часть оценки (4.6) стремится к нулю при ∆ = ∆(Γ) ↓ 0, и, следовательно, выбирая разбие-

ние Γ промежутка [t0, ϑ] достаточно густым, мы удовлетворим неравенству (4.7).
Следовательно, за счет измельчения разбиения Γ промежутка [t0, ϑ] и соответствующего

ему измельчения ρ-сети L (ρ), рассогласование ε в оценке (4.7) может быть сделано сколь

угодно малым. Переходя к пределу при ε в неравенстве

|vα([t0, ϑ])− vα([t0, ϑ])| 6

6 |vα([t0, ϑ])− v̂Γ
α(k)([t0, ϑ])|+ |v̂Γ

α(k)([t0, ϑ])− v̂Γ
β(k)([t0, ϑ])|+ |v̂Γ

β(k)([t0, ϑ])− vα([t0, ϑ])| 6

6 2ε+
(
l∗ · ϕ(Γ; ||α− β||) + π · ϕΓ(||α− β||)2

)
· (ϑ− t0),

вытекающем из (4.2), получаем искомое утверждение.

Теорема 2 (о зависимости объема интегральных воронок от параметра). Если управляемая

система Σ удовлетворяет условиям A, B и C, то для любых двух значений α, β ∈ L

ее параметров выполняется следующая оценка:

|vα([t0, ϑ])− vα([t0, ϑ])| 6
(
l∗ · ϕ(Γ; ||α− β||) + π · ϕΓ(||α− β||)2

)
· (ϑ− t0).

Финансирование. Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском ма-

тематическом центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-

ния Российской Федерации (номер соглашения 075–02–2022–874).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Куржанский А. Б. Управление и наблюдение в условиях неопределенности. М.: Наука, 1977.

2. Куржанский А. Б. Избранные труды. М.: Изд-во МГУ, 2009.

3. Красовский Н. Н. Управление динамической системой: задача о минимуме гарантированного

результата. М.: Наука, 1985.

4. Красовский Н. Н., Субботин А. И. Позиционные дифференциальные игры. М.: Физматлит, 1974.

5. Черноусько Ф. Л., Меликян А. А. Игровые задачи управления и поиска. М.: Наука, 1978.

6. Ананьевский И. М. Управление нелинейной колебательной системой четвертого порядка с неиз-

вестными параметрами // Автоматика и телемеханика. 2001. № 3. С. 3–15.

http://mi.mathnet.ru/at1743

7. Ананьевский И. М. Синтез управления линейными системами с помощью методов теории устой-

чивости движения // Дифференциальные уравнения. 2003. Т. 39. № 1. С. 3–11.

http://mi.mathnet.ru/de10757

http://mi.mathnet.ru/at1743
http://mi.mathnet.ru/de10757


458 О параметрической зависимости объема интегральных воронок

8. Ершов А. А., Ушаков А. В., Ушаков В. Н. О двух игровых задачах о сближении // Математиче-

ский сборник. 2021. Т. 212. № 9. С. 40–74. https://doi.org/10.4213/sm9496

9. Поляк Б. Т., Хлебников М. В., Щербаков П. С. Управление линейными системами при внешних

возмущениях: техника линейных матричных неравенств. М.: ЛЕНАНД, 2014.

10. Безнос А. В., Гришин А. А., Ленский А. В., Охоцимский Д. Е., Формальский А. М. Управление

при помощи маховика маятником с неподвижной точкой подвеса // Известия Российской акаде-

мии наук. Теория и системы управления. 2004. № 1. С. 27–38.

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=17538335

11. Ли Э. Б., Маркус Л. Основы теории оптимального управления. М.: Наука, 1972.

12. Kurzhanski A. B., Valyi I. Ellipsoidal calculus for estimation and control. Boston: Birkhäuser, 1997.
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We consider a nonlinear control system in a finite-dimensional Euclidean space and on a finite time

interval, which depends on a parameter. Reachable sets and integral funnels of a differential inclusion

corresponding to a control system containing a parameter are studied. When studying numerous prob-

lems of control theory and differential games, constructing their solutions and estimating errors, various

theoretical approaches and associated computational methods are used. The problems mentioned above

include, for example, various types of approach problems, the resolving constructions of which can be

described quite simply in terms of reachable sets and integral funnels.

In this paper, we study the dependence of reachable sets and integral funnels on a parameter: the

degree of this dependence on a parameter is estimated under certain conditions on the control system.

The degree of dependence of the integral funnels is investigated for the change in their volume with a

change in the parameter. To estimate this dependence, systems of sets in the phase space are introduced

that approximate the reachable sets and integral funnels on a given time interval corresponding to a finite

partition of this interval. In this case, the degree of dependence of the approximating system of sets

on the parameter is first estimated, and then this estimate is used in estimating the dependence of the

volume of the integral funnel of the differential inclusion on the parameter. This approach is natural and

especially useful in the study of specific applied control problems, in solving which, in the end, one has

to deal not with ideal reachable sets and integral funnels, but with their approximations corresponding to

a discrete representation of the time interval.
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