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Рассматриваются многозначные отображения, действующие из частично упорядоченного простран-

ства (X,6) в множество Y , на котором задано рефлексивное бинарное отношение ϑ (это отношение

не предполагается ни антисимметричным, ни транзитивным, т. е. ϑ не является порядком в Y ). Для

таких отображений введены аналоги понятий накрывания и монотонности. С использованием этих

понятий исследуется включение F (x) ∋ ỹ, где F : X ⇒ Y , ỹ ∈ Y . Предполагается, что для некоторо-

го заданного x0 ∈ X существует y0 ∈ F (x0) такой, что (ỹ, y0) ∈ ϑ. Получены условия существования

решения x ∈ X изучаемого включения, удовлетворяющего неравенству x 6 x0, и условия существо-

вания минимального и наименьшего решений. Также определяется и исследуется свойство устойчи-

вости решений рассматриваемого включения к изменениям многозначного отображения F и элемен-

та ỹ. А именно, рассматривается последовательность «возмущенных» включений Fi(x) ∋ ỹi, i ∈ N,

получены условия, при которых эти включения имеют решения xi ∈ X и для любой возрастающей

последовательности {in} натуральных чисел выполнено supn∈N{xin} = x, где x ∈ X — решение

исходного включения.
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Введение

В анализе, ряде других разделов математики широко применяются утверждения о непо-

движных точках однозначных и многозначных отображений, действующих в нормирован-

ных, метрических, частично упорядоченных и других пространствах. В частности, к непо-

движным точкам отображений (в основном, многозначных) сводятся некоторые задачи тео-

рии дифференциальных включений, теории управления, теории игр, теории оптимизации

(см., например, [1–5]).

Отметим, что имеется тесная связь между утверждениями о неподвижных точках

отображений метрических и частично упорядоченных пространств. А именно, из теорем

о неподвижных точках отображений частично упорядоченных пространств выводятся со-

ответствующие теоремы для отображений метрических пространств (для этого в метри-

ческом пространстве определяется порядок Бишопа–Фелпса [6, теорема 7.5.1], или поря-

док Брондстеда [7], или аналогичные отношения порядка). Фундаментальные результаты

о неподвижных точках изотонных операторов в частично упорядоченных пространствах

получены в работах Г. Биркгофа, А. Тарского, Б. Кнастера, Л. В. Канторовича, Р. Е. Смит-

сона (см. [8, с. 25, 26], [9, с. 265], [10, с. 88]). В работах А. В. Арутюнова, Е. С. Жуковского,

С. Е. Жуковского [11–14] получены распространения этих утверждений — теоремы о точках

совпадения двух отображений: накрывающего и изотонного (как однозначных, так и много-

значных), действующих из частично упорядоченного пространства (X,6) в частично упо-

рядоченное пространство (Y,6). Определенное в этих работах свойство «упорядоченного»

накрывания отображения Ψ: X → Y означает, что для любых x ∈ X и y′ ∈ Y , если
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y′ 6 Ψ(x), то существует x′ ∈ X , удовлетворяющий соотношениям x′ 6 x, Ψ(x′) = y′. Для

многозначного отображения Ψ: X ⇒ Y свойство накрывания определено аналогично:

∀x ∈ X ∀y ∈ Ψ(x) ∀y′ ∈ Y y′ 6 y ⇒ ∃x′ ∈ X x′ 6 x, y′ ∈ Ψ(x′).

Для многозначных отображений Ψ,Φ: X ⇒ Y точка совпадения x ∈ X определяется

соотношением Ψ(x) ∩ Φ(x) 6= Ø, которое в случае «обычных однозначных» отображений

принимает вид уравнения

Ψ(x) = Φ(x). (0.1)

Очевидно, неподвижная точка отображения Φ частично упорядоченного пространства

(X,6) — это частный случай точки совпадения в ситуации, когда (Y,6) = (X,6), а отоб-

ражение Ψ тождественное. Так как тождественное отображение является упорядоченно на-

крывающим, из результатов [11–14] выводятся классические теоремы о неподвижной точ-

ке изотонного отображения Φ. Для однозначных отображений, как показано в [15, с. 56],

уравнение (0.1) для точки совпадения накрывающего и изотонного отображений является

частным случаем операторного уравнения

G(x, x) = ỹ, (0.2)

где отображение G : X ×X → Y является накрывающим по первому и антитонным по вто-

рому аргументам, и ỹ ∈ Y (определение G и ỹ по Φ и Ψ достаточно громоздкое, поэтому

здесь не приводится). Уравнение (0.2) было исследовано в работах [16, 17], и на основании

полученных результатов были даны условия существования и оценки решений задачи Коши

и краевых задач для систем неявных (неразрешенных относительно производной) обыкно-

венных дифференциальных уравнений, представляющие собой теоремы сравнения типа

теоремы Чаплыгина о дифференциальном неравенстве. В [15, 18, 19] уравнения (0.1), (0.2)

рассмотрены в более общем случае, когда (X,6) — частично упорядоченное пространство,

а бинарное отношение на множестве Y не является порядком и обладает лишь свойством

рефлексивности или, более того, когда на Y не задано какое-либо бинарное отношение.

Эти результаты также были использованы в исследовании систем неявных обыкновенных

дифференциальных уравнений [20, 21].

В данной работе рассматривается операторное включение, являющееся многозначным

аналогом уравнения (0.2), в ситуации, когда на X задан частичный порядок, а на Y —

рефлексивное отношение. Получены условия разрешимости. Эти результаты являются но-

выми и в случае, когда отношение на Y является частичным порядком. Представляемые

результаты имеют перспективы в исследованиях неявных дифференциальных включений,

а также систем управления, динамика которых описывается неявными дифференциальны-

ми уравнениями. С этой целью могут быть использованы подходы, аналогичные применяв-

шимся в [20, 21] при исследовании обыкновенных дифференциальных уравнений на осно-

вании результатов об операторном уравнении (0.2). Ниже в § 2 приводятся примеры, демон-

стрирующие некоторые возможности применения предлагаемых в данной работе утвержде-

ний к исследованию уравнений и включений.

§ 1. Основные понятия

Везде ниже знаком ⊂ обозначено нестрогое включение, допускающее равенство мно-

жеств (то есть U ⊂ X означает только, что для любого u ∈ U выполнено u ∈ X).

Пусть (X,6) — частично упорядоченное пространство (то есть непустое множество X ,

на котором задано отношение нестрогого порядка 6). Используем стандартные обозначе-

ния: x > u в случае, если u 6 x, и x < u (или u > x), если x 6 u, x 6= u. Для произвольных
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u, v ∈ X и U ⊂ X определим множества

OX(u)
.
= {x ∈ X : x 6 u}, OX(U)

.
=

⋃

u∈U

OX(u),

DX(u)
.
= {x ∈ X : x > u}, [v, u]X

.
= {x ∈ X : v 6 x 6 u}.

Отметим, что справедливы соотношения

u ∈ OX(u), u ∈ DX(u),

OX

(
OX(u)

)
= OX(u), DX

(
DX(u)

)
= DX(u)

(являющиеся следствием, соответственно, рефлексивности и транзитивности порядка).

Напомним определения еще некоторых используемых в работе понятий теории частично

упорядоченных пространств (см., например, [22, глава I, § 4]). Элементы x, u ∈ X называ-

ют сравнимыми, если выполнено x 6 u либо u 6 x. Подмножество S ⊂ X , в котором

любые два различных элемента сравнимы, называют цепью или линейно упорядоченным.

Пусть U ⊂ X . Если для некоторого элемента v ∈ X выполнено v 6 x при любом x ∈ U ,

то множество U называют ограниченным снизу, а элемент v его нижней границей. Ниж-

нюю границу v̄ множества U называют точной или инфимумом и обозначают через inf U ,

если v 6 v̄ для любой другой его нижней границы v. Элемент m ∈ U называют мини-

мальным в множестве U , если не существует элемента u ∈ U , удовлетворяющего соотно-

шению u < m. Элемент m ∈ U называют наименьшим в этом множестве, если m 6 u для

всех u ∈ U . Очевидно, наименьший элемент является минимальным, но не наоборот.

Пусть (Y, ϑ) — непустое множество с определенным на нем рефлексивным бинарным

отношением ϑ (то есть для любого y ∈ Y выполнено (y, y) ∈ ϑ). Для любых w ∈ Y , W ⊂ Y
определим множества

OY (w)
.
= {y ∈ Y : (y, w) ∈ ϑ}, OY (W )

.
=

⋃

w∈W

OY (w).

Очевидно, имеем включение w ∈ OY (w), но множества OY (w) и OY

(
OY (w)

)
уже не обя-

заны быть равными, так как отношение ϑ не предполагается транзитивным.

Отметим, что бинарные отношения, не обязательно являющееся транзитивными, имеют

приложения в информатике, в теории коллективных решений (см, например, [23, § 3.4]),

в частности доминирование, толерантность, а также отношение несравнимости элементов

частично упорядоченного пространства. Приведем примеры иных задач, в которых есте-

ственным образом определяется обобщенный порядок, не удовлетворяющий условию тран-

зитивности, а также обобщенный порядок, не являющийся антисимметричным.

Пример 1. Вначале рассмотрим метрическое пространство (M, ρ). Напомним, что порядок

Бишопа–Фелпса [6, теорема 7.5.1] определяется на произведении X =M ×R+ следующим

образом: для любых x = (m, r) ∈ X , u = (µ,R) ∈ X полагают x 6 u тогда и только тогда,

когда

ρ(m,µ) 6 R− r. (1.1)

Заметим, что при выполнении неравенства (1.1) замкнутый шар BM(m, r) с центром

в точке m ∈ M радиуса r > 0 вложен в шар BM(µ,R) (но не обратно: вложение

BM (m, r) ⊂ BM(µ,R) не гарантирует, что неравенство (1.1) справедливо). Несложно по-

казать, что вследствие неравенства треугольника для метрики ρ порядок Бишопа–Фелпса

транзитивен.
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Пусть теперь (M, d) — обобщенное метрическое пространство, в котором расстояние

d : M2 → R+ не удовлетворяет «привычному» неравенству треугольника. Тогда опреде-

ленное в (1.1) отношение на произведении X = M × R+ уже не будет транзитивным.

Например, в b-метрических пространствах (свойства b-метрических пространств подробно

описаны, например, в [24]) выполняется обобщенное неравенство треугольника

∀x, u, v ∈M d(x, v) 6 q
(
d(x, u) + d(u, v)

)
, (1.2)

где q > 1. Поэтому для x = (m, r) ∈ X , u = (µ,R) ∈ X , v = (ν, ̺) ∈ X таких,

что ρ(m,µ) 6 R − r, ρ(µ, ν) 6 ̺ − R, получаем ρ(m, ν) 6 q(̺ − r), то есть отноше-

ние Бишопа–Фелпса в b-метрических пространствах не транзитивно. Отметим, что b-мет-

рическим является пространство Lp
.
= Lp([0, 1],R) при p ∈ (0, 1) (со стандартным рассто-

янием dLp
(m,µ) =

( ∫ 1

0
|m(t) − µ(t)|pdt

)1/p
, m,µ ∈ Lp). В этом пространстве справедливо

неравенство (1.2) с константой q = 2−121/p.
В анализе и геометрии также естественным образом возникают квазиметрические про-

странства, в которых расстояние не является симметричным (см., например, [25, 26]). В

таком случае определяемое неравенством (1.1) отношение Бишопа–Фелпса, очевидно, мо-

жет не быть антисимметричным.

Пример 2 (В. Ф. Молчанов). На множестве R действительных чисел определим отноше-

ние ϑ, полагая для x, u ∈ R выполненным (x, u) ∈ ϑ в том случае, если x 6 u или если

одно из этих двух чисел рациональное, а другое иррациональное. Отношение ϑ, очевидно,

рефлексивно и не является ни симметричным, ни антисимметричным, ни транзитивным.

Пример 3. На R2 определим отношение ϑ соотношением

∀x = (x1, x2) ∈ R2 ∀u = (u1, u2) ∈ R2 (x, u) ∈ ϑ ⇔ det(x, u)
.
= x1u2 − x2u1 6 0.

Определенное таким образом отношение ϑ, очевидно, рефлексивно и не является

ни симметричным, ни антисимметричным, ни транзитивным. В частности, включения(
(1, 1), (2, 2)

)
∈ ϑ,

(
(2, 2), (1, 1)

)
∈ ϑ означают, что это отношение не антисимметрично,

включения
(
(1, 2), (1, 1)

)
∈ ϑ,

(
(1, 1), (1, 2)

)
/∈ ϑ — что оно не симметрично, а включения(

(1, 0), (1,−1)
)
∈ ϑ,

(
(1,−1), (−1, 1/2

)
∈ ϑ,

(
(1, 0), (−1, 1/2)

)
/∈ ϑ — что не транзитивно.

Распространим на многозначные отображения, действующие из (X,6) в (Y, ϑ), неко-

торые определения, известные для отображений, действующих в частично упорядоченных

пространствах. Под многозначным отображением F : X ⇒ Y понимаем отображение, со-

поставляющее каждому x ∈ X непустое множество F (x) ⊂ Y .

Определение 1. Многозначное отображение F : X ⇒ Y будем называть изотонным на мно-

жестве V ⊂ X , если

∀x, x′ ∈ V x′ 6 x ∀y ∈ F (x) ∃y′ ∈ F (x′) (y′, y) ∈ ϑ,

и антитонным на этом множестве, если

∀x, x′ ∈ V x′ 6 x ∀y ∈ F (x) ∃y′ ∈ F (x′) (y, y′) ∈ ϑ.

В случае V = X изотонное (антитонное) на всем пространстве X отображение будем

называть изотонным (антитонным), не упоминая множество X .

Следующее определение аналогично определению, введенному в [13, 14] для однознач-

ных и многозначных отображений частично упорядоченных пространств.
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Определение 2. Говорим, что многозначное отображение F : X ⇒ Y обобщенно упорядо-

ченно накрывает (является обобщенно упорядоченно накрывающим) множество W ⊂ Y ,

если

∀x ∈ X OY (F (x)) ∩W ⊂ F (OX(x)).

Слова «обобщенно упорядоченно» далее будем опускать, то есть будем говорить, что отоб-

ражение F накрывает множество W .

В случае, когда множество W состоит ровно из одного элемента ỹ, определение 2 озна-

чает, что для любого x ∈ X такого, что ỹ ∈ OY (F (x)), существует x′ ∈ OX(x), удовле-

творяющий включению ỹ ∈ F (x′). Если же во множестве W содержится более одного

элемента, то накрывание отображением F этого множества равносильно накрыванию всех

его одноточечных подмножеств. Отображение, накрывающее все пространство Y , называем

накрывающим.

Определения 1 и 2 будем применять также и к «обычным не многозначным» отобра-

жениям X → Y, отождествляя такие отображения с многозначными, имеющими образами

одноточечные множества.

Приведем примеры монотонных и упорядоченных отображений, действующих из X в Y
в случае, когда X — это множество R действительных чисел с обычным (линейным) поряд-

ком 6, а Y — то же множество R, но c отношением ϑ, определенным выше в примере 2.

Пример 4. Итак, пусть X = (R,6), Y = (R, ϑ). Обозначим через Z,Q, J множества целых,

рациональных и иррациональных чисел, соответственно. Рассмотрим некоторые изотонные

и антитонные отображения X → Y .

Прежде всего заметим, что любая (нестрого) возрастающая вещественная функция f ,

рассматриваемая действующей из X в Y , является изотонным отображением (в частности,

«обычное» тождественное отображение, заданное для любого действительного числа фор-

мулой I(x) = x, как действующее из X в Y , очевидно, изотонное). Аналогично, любая

(нестрого) убывающая вещественная функция, рассматриваемая действующей из X в Y ,

является антитонным отображением.

Несложно получить общий вид монотонного отображения f : X → Y . Для этого опре-

делим множества XQ =
{
x ∈ X : f(x) ∈ Q

}
, XJ =

{
x ∈ X : f(x) ∈ J

}
и зададим суже-

ния f |XQ
и f |XJ

на XQ и XJ отображения f . Для изотонности (антитонности) f : X → Y
необходимо и достаточно, чтобы определенные таким образом «обычные» вещественные

функции f |XQ
: XQ → Q и f |XJ

: XJ → J были возрастающими (убывающими). Рассмотрим,

например, отображения, заданные формулами

f(x) =

{
k1x+ b1, если x ∈ Q,
k2x+ b2, если x ∈ J,

f(x) =

{
k1
√
2x+ b1

√
3, если x ∈ Q,

k2⌊x⌋m + b2, если x ∈ J,

где ki, bi ∈ Q, i = 1, 2, и через ⌊x⌋m обозначено округление числа x ∈ J до ближайшего

меньшего рационального числа с заданным количеством m знаков после запятой (то есть

10mx ∈ Z и 0 6 x − ⌊x⌋m < 10−m). Для первого из этих отображений имеем XQ = Q,
XJ = J, а для второго — XQ = J, XJ = Q. Если числа k1, k2 положительные, то оба

рассматриваемых отображения изотонные, а если эти числа отрицательные, то отображения

антитонные.

Рассмотрим теперь многозначное отображение F : X ⇒ Y . Определим множества

XQ =
{
x ∈ X : F (x) ∩ J = Ø

}
, XJ =

{
x ∈ X : F (x) ∩ Q = Ø

}
. Пусть при любом

x ∈ XQ ∪ XJ во множестве F (x) существует наибольшее (наименьшее) число. Опреде-

лим функции f |XQ
(x) = maxx∈XQ

F (x), f |XJ
(x) = maxx∈XJ

F (x) (соответственно, функции
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f |XQ
(x) = minx∈XQ

F (x), f |XJ
(x) = minx∈XJ

F (x)). Для изотонности (антитонности) отоб-

ражения F необходимо и достаточно, чтобы функции f |XQ
: XQ → Q и f |XJ

: XJ → J были

возрастающими (соответственно, функции f |XQ
: XQ → Q и f |XJ

: XJ → J были убываю-

щими). Поэтому, если для многозначного отображения F оба множества XQ и XJ пустые

(то есть в образе F (x) любого действительного аргумента x есть рациональные и ирраци-

ональные числа), то F будет и изотонным, и антитонным одновременно.

Пример 5. Снова полагаем, что X = (R,6), Y = (R, ϑ), где ϑ определено в примере 2. Рас-

смотрим вопрос о накрывании некоторых конкретных отображений X → Y. Прежде всего

отметим, что рассмотренное в примере 4 отображение I : X → Y не накрывает никакое од-

ноточечное множество. Например, пусть ỹ ∈ J. Выберем x ∈ Q, x > ỹ. Тогда (I(x), ỹ) ∈ ϑ,
но не существует x′ 6 x такого, что I(x′) = ỹ.

Далее, отметим, что если многозначное отображение F : X ⇒ Y накрывает некоторое

множество W, то F как действующее в «обычном» пространстве (R,6) оно также будет

накрывать множество W. В случае, если F (X) ⊂ Q или F (X) ⊂ J, верно и обратное

утверждение: из накрывания множества W многозначной функцией F : R ⇒ R следует, что

как действующее из X в Y это отображение также накрывает множество W.
И заключим пример 5 рассмотрением функции f(x) = sin x, очевидно имеющей как ра-

циональные, так и иррациональные значения. Соответствующее отображение f : X → Y
является накрывающим множество [−1, 1]. Более того, если многозначное отображение

F : X ⇒ Y имеет сечением такую функцию (то есть sin x ∈ F (x) при всех x ∈ X), то F так-

же является накрывающим множество [−1, 1]. Это прямо следует из того, что для любого

ỹ ∈ [−1, 1] и любого x ∈ R существует x′ 6 x такой, что sin x′ = ỹ.

Теперь обсудим условия, при которых отображения функциональных пространств удо-

влетворяют определениям 1 и 2.

Пример 6. Пусть X = (R,6), Y = (R, ϑ), где ϑ определено в примере 2. Обозначим

через M(X) алгебраическую систему измеримых по Лебегу функций (точнее, классов эк-

вивалентных функций) [0, 1] → R со «стандартным» порядком: x 6 u, x, u ∈ M(X), если

x(t) 6 u(t) п. в. на [0, 1], а через M(Y ) множество измеримых функций [0, 1] → R с отно-

шением (x, u) ∈ ϑ, x, u ∈ M(Y ), если
(
x(t), u(t)

)
∈ ϑ п. в. на [0, 1].

Пусть задана суперпозиционно измеримая функция h : [0, 1]×R → R. Определим опера-

тор Немыцкого Nh : M(X) → M(Y ), сопоставляющий произвольной измеримой функции x
измеримую функцию Nhx(t) = h(t, x(t)), t ∈ [0, 1]. Очевидно, что если при п. в. t ∈ [0, 1]
функция h(t, ·) как действующая из X в Y является изотонной (или антитонной), то отоб-

ражение Nh : M(X) → M(Y ) также изотонно (антитонно).

Пусть теперь h : [0, 1] × R → R удовлетворяет условиям Каратеодори (следовательно,

является суперпозиционно измеримой) и задана измеримая функция ỹ : [0, 1] → R. По-

кажем, что если при п. в. t ∈ [0, 1] функция h(t, ·) как действующая их X в Y является

накрывающей множество {ỹ(t)} ∈ Y, то отображение Nh : M(X) → M(Y ) накрывает мно-

жество {ỹ} ∈ M(Y ). Пусть для некоторого x ∈ M(X) выполнено (ỹ, Nhx) ∈ ϑ, то есть(
ỹ(t), Nhx(t)

)
∈ ϑ, t ∈ [0, 1]. Тогда при п. в. t ∈ [0, 1] вследствие накрывания функци-

ей h(t, ·) множества {ỹ(t)}, получаем ỹ(t) ∈ h
(
t, (−∞, x(t)]

)
. Из этого включения согласно

лемме Филиппова о неявной функции (см., например, [3, теорема 1.5.15]) следует суще-

ствование измеримой функции u ∈ M(Y ) такой, что u 6 x, Nhx = ỹ.
В случае, если задана многозначная функция h : [0, 1]×R ⇒ R, имеющая замкнутые зна-

чения, несложно показать, что из ее изотонности (антитонности, накрывания) по второму

аргументу следует изотонность (и соответственно, антитонность, накрывание) многознач-

ного оператора Немыцкого Nh : M(X) ⇒ M(Y ), определяемого при любом x ∈ M(X)
формулой Nhx =

{
y ∈ M(Y ) : y(t) ∈ h(t, x(t)), t ∈ [0, 1]

}
.
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§ 2. Условия разрешимости операторного включения

Пусть заданы элемент ỹ ∈ Y и многозначное отображение G : X2 ⇒ Y, которое по пер-

вому аргументу является накрывающим одноточечное множество W
.
= {ỹ}, а по второму —

антитонным. Определим отображение F : X ⇒ Y при всех x ∈ X формулой F (x)
.
= G(x, x)

и рассмотрим включение

F (x) ∋ ỹ. (2.1)

Сформулируем условия разрешимости этого включения.

Пусть U ⊂ X. Определим множество SU(G, ỹ) всех цепей S ⊂ U ⊂ X таких, что

∀x ∈ S ỹ /∈ G(x, x), ∃y ∈ G(x, x) (ỹ, y) ∈ ϑ,

∀x, u ∈ S x < u ⇒ ∃ζ ∈ [x, u]X ∃y ∈ G(ζ, ζ) (ỹ, y) ∈ ϑ и ỹ ∈ G(x, ζ).
(2.2)

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:

• существуют x0 ∈ X и y0 ∈ F (x0) такие, что (ỹ, y0) ∈ ϑ;

• при любом x ∈ OX(x0) отображение G(·, x) : X ⇒ Y накрывает множество

{ỹ} ⊂ Y , а отображение G(x, ·) : X ⇒ Y является антитонным на [x, x0]X ;

• любая цепь S ∈ SOX(x0)(G, ỹ) ограничена снизу и имеет нижнюю границу v ∈ X, для

которой существует y ∈ G(v, v), удовлетворяющий соотношению (ỹ, y) ∈ ϑ.

Тогда во множестве OX(x0) существует решение включения (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим множество

U = {x ∈ OX(x0) : ∃y ∈ G(x, x) (ỹ, y) ∈ ϑ} ⊂ X.

Это множество не пусто, поскольку x0 ∈ U. На множестве U определим бинарное отно-

шение � следующим образом: для произвольных x, u ∈ U полагаем x � u тогда и только

тогда, когда

x 6 u и
(
x < u ⇒ ∃ζ ∈ [x, u]U ỹ ∈ G(x, ζ)

)
.

Очевидно, что для бинарного отношения � выполняются условия рефлексивности и анти-

симметричности, поэтому проверим только транзитивность. Действительно, пусть x ≺ u,
u ≺ z (случай x = u или u = z не рассматриваем вследствие очевидности соотношения

x � z). Тогда x < u < z и существуют такой элемент ζ1 ∈ [x, u]U ⊂ [x, z]U , что выполнено

включение ỹ ∈ G(x, ζ1). Таким образом, x � z. Приведенные рассуждения доказывают, что

бинарное отношение � обладает более «сильным» свойством чем транзитивность, а имен-

но,

x ≺ u, u 6 z ⇒ x ≺ z. (2.3)

Согласно принципу максимума Хаусдорфа (см. [22, с. 40]), в пространстве (U,�) суще-

ствует максимальная цепь S, содержащая точку x0. Если некоторый элемент v ∈ S являет-

ся решением включения (2.1), то доказываемое утверждение справедливо. Поэтому далее

предполагаем, что ỹ /∈ G(x, x) при любом x ∈ S. Из определения пространства (U,�) следу-

ет, что в нем любая цепь, в том числе S, является также цепью относительно исходного по-

рядка 6 и, более того, удовлетворяет соотношениям (2.2). Таким образом, S ∈ SOX (x0)(G, ỹ).
В силу предположений теоремы цепь S относительно первоначального порядка 6 имеет

нижнюю границу v ∈ OX(x0), для которой существует y ∈ G(v, v) такой, что (ỹ, y) ∈ ϑ,
то есть v ∈ U.
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Покажем, что полученный элемент v ∈ U является решением включения (2.1). Пред-

положим противное: G(v, v) 6∋ ỹ. Тогда так как для y ∈ G(v, v) выполнено (ỹ, y) ∈ ϑ,
а отображение G(·, v) накрывает множество {ỹ}, существует v′ ∈ OX(v) такой, что

ỹ ∈ G(v′, v). (2.4)

Заметим, что v′ 6= v (так как G(v, v) 6∋ ỹ), поэтому v′ < v. Из (2.4) в силу антитонности

на множестве [v′, v]X ⊂ [v′, x0]X отображения G(v′, ·) существует y′ ∈ G(v′, v′) такой, что

(ỹ, y′) ∈ ϑ. Таким образом, доказано, что v′ ∈ U и v′ ≺ v. Поэтому согласно свойству (2.3)

для любого x ∈ S имеет место неравенство v′ ≺ x. Так как цепь S является максимальной

в U относительно порядка �, элемент v′ должен принадлежать этой цепи. Но тогда нера-

венство v′ ≺ v противоречит тому, что v — нижняя граница этой цепи. Итак, предположение

G(v, v) 6∋ ỹ неверно, то есть элемент x
.
= v′ = v является решением включения (2.1). �

Замечание 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Выберем произвольный элемент x,

x ∈ OX(x0), такой, что найдется y ∈ F (x), удовлетворяющий соотношению (ỹ, y) ∈ ϑ.
Легко видеть, что условия теоремы 1 остаются выполненными, если в них заменить x0
на x. Поэтому согласно этой теореме во множестве OX(x) существует решение включе-

ния (2.1). Это означает, что сужение отображения F на множество OX(x0) является накры-

вающим множество {ỹ} ⊂ Y. Таким образом, если рассмотреть отображение G на мно-

жестве OX(x0) × OX(x0), то свойство накрывания G по первому аргументу наследуется

отображением F : OX(x0) ⇒ Y, в случае, если по второму аргументу G является антитон-

ным. А значит, теорема 1 может трактоваться как утверждение об устойчивости свойства

накрывания при антитонных возмущениях.

Из теоремы 1 вытекает утверждение [15] о разрешимости операторного уравнения (0.2)

(порожденного однозначным отображением G : X2 → Y, накрывающим по первому аргу-

менту и антитонным по второму).

Отметим, что представленные в теореме 1 условия разрешимости включения (2.1) яв-

ляются новыми и в ситуации, когда отношение ϑ задает на Y частичный порядок. Та-

ким образом, это утверждение может применяться к исследованию уравнений и включений

в «классических» частично упорядоченных пространствах. Но мы приведем примеры, ил-

люстрирующие возможность приложения теоремы 1 к уравнениям и включениям в случае,

когда отношение на Y не является антисимметричным и транзитивным.

Пример 7 (Е. С. Жуковский). Пусть заданы числа 0 = υ0 < υ1 < υ2 < υ3 < υ4 < υ5 = 1
и векторы

Y1 = (1/2,−1/3), Y2 = (1, 1), Y3 = (1/2, 1), Y4 = (1/2, 3/2), Y5 = (0, 1).

Обозначим Vi = [υi−1, υi), i = 1, 4, V5 = [υ4, 1]. Определим функцию ϕ : [0, 1] → R2 соотно-

шениями: ϕ(x) = Yi при x ∈ Vi, i = 1, 5. Компоненты этой функции обозначим через ϕ1, ϕ2.
Далее, пусть на [0, 1] задана непрерывная и возрастающая скалярная функция ψ1 такая, что

ψ1(0) = 0, ψ1(1) = 1. Положим ψ2(x) = 1 − ψ1(x), ψ(x) =
(
ψ1(x), ψ2(x)

)
. Будем также

полагать заданными положительные числа ỹ1, ỹ2. Рассмотрим систему уравнений
{
k
(
ψ1(x) + ϕ1(x)

)
= ỹ1,

k
(
ψ2(x) + ϕ2(x)

)
= ỹ2,

(2.5)

относительно неизвестных x ∈ [0, 1], k > 0. Используя теорему 1, докажем что при выпол-

нении неравенств

ỹ2 > ỹ1 >
3

4
ỹ2 > 0 (2.6)
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система уравнений (2.5) разрешима.

Пусть алгебраическая система X — это полоса [0, 1]× (0,+∞), на которой задан следу-

ющий порядок:

(x′, k′) 6 (x, k) ⇔
(
x′ < x или (x′, k′) = (x, k)

)
,

где (x, k) ∈ X и (x′, k′) ∈ X ; и пусть Y — это плоскость R2 с отношением ϑ, определенным

в примере 3, то есть для y = (y1, y2) ∈ Y и y′ = (y′1, y
′
2) ∈ Y выполнено (y′, y) ∈ ϑ тогда

и только тогда, когда det(y′, y)
.
= y′1y2 − y′2y1 6 0. Как отмечено в примере 3, отношение ϑ

рефлексивно, но ни симметрично, ни антисимметрично, ни транзитивно.

Зададим вектор ỹ = (ỹ1, ỹ2) и отображение

G : X2 → Y, G(u, x) = k
(
ψ(u) + ϕ(x)

)
, u = (u, k), x = (x, κ). (2.7)

Систему (2.5) запишем в виде уравнения

G(x, x) = ỹ. (2.8)

Покажем, что уравнение (2.8) отвечает условиям теоремы 1.

Положим x0 = (x0, k0), где x0 = 1, а k0 — любое положительное. Тогда

y0
.
= G(x0, x0) = k0

(
ψ(1) + Y5

)
= k0

(
(1, 0) + (0, 1)

)
= k0(1, 1),

и для этого вектора в силу (2.6) имеем

det(ỹ, y0) = k0

∣∣∣∣
ỹ1 1
ỹ2 1

∣∣∣∣ = k0(ỹ1 − ỹ2) 6 0.

Таким образом, (ỹ, y0) ∈ ϑ, то есть выполнено первое предположение теоремы 1.

Проверим второе предположение теоремы 1. Рассмотрим свойства отображения G
по каждому аргументу.

При любом u = (u, k) ∈ X отображение G(u, ·) : X → Y определяется соотношением:

x = (x, κ) 7→ G(u, x) = k
(
Yi + y

)
, если x ∈ Vi, i = 1, 5.

Здесь y = ψ(u), и этот вектор, как любой вектор из ψ
(
[0, 1]

)
, имеет представление

y = (λ, 1 − λ), λ ∈ [0, 1]. Отображение G(u, ·) является антитонным, так как для любых

натуральных 1 6 i′ < i 6 5 выполнено
(
k(Yi + y), k(Yi′ + y)

)
∈ ϑ. Последнее соотношение

следует из того, что соответствующие определители ∆ii′
.
= det

(
Yi + y,Yi′ + y

)
удовлетво-

ряют неравенствам ∆ii′ 6 0. Действительно,

∆21 =

∣∣∣∣
1 + λ 1

2
+ λ

1 + (1− λ) −1
3
+ (1− λ)

∣∣∣∣ = −11λ+ 2

6
6 0,

∆32 =

∣∣∣∣
1
2
+ λ 1 + λ

1 + (1− λ) 1 + (1− λ)

∣∣∣∣ =
λ− 2

2
6 0,

Аналогично получаем

∆43 = −1 + 2λ

4
6 0, ∆54 = λ− 1 6 0, ∆31 = −4λ+ 2

2
6 0, ∆42 = −3

2
6 0,

∆53 =
λ− 2

2
6 0, ∆41 = −22λ+ 11

12
6 0, ∆52 = λ− 2 6 0, ∆51 = −7λ+ 6

6
6 0.
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При любом u = (u, κ) ∈ X, если u ∈ Vi, i = 1, 5, то отображение G(·, u) : X → Y
определяется формулой

x = (x, k) 7→ G(x, u) = k
(
ψ(x) + Yi

)
.

Докажем, что это отображение накрывает множество {ỹ}. Сначала рассмотрим слу-

чай u ∈ V1. Для u0 = (0, k0) имеем

det
(
ỹ, G(u0, u)

)
= k0

∣∣∣∣∣
ỹ1

1
2

ỹ2
2
3

∣∣∣∣∣ = k0

(2
3
ỹ1 −

1

2
ỹ2

)
=

2k0
3

(
ỹ1 −

3

4
ỹ2

)
. (2.9)

Отсюда в силу (2.6) следует, что det
(
ỹ, G(u0, u)

)
> 0. Пусть для некоторого x = (x, k),

x ∈ (0, 1] выполнено
(
ỹ, G(x, u)

)
∈ ϑ, то есть

∣∣∣∣∣
ỹ1 ψ1(x) +

1
2

ỹ2 ψ2(x)− 1
3

∣∣∣∣∣ 6 0.

Тогда вследствие непрерывности функций ψ1(·), ψ2(·) существует такой x′ 6 x, что

∣∣∣∣∣
ỹ1 ψ1(x

′) + 1
2

ỹ2 ψ2(x
′)− 1

3

∣∣∣∣∣ = 0.

Это означает, что при x′ = (x′, 1) векторы ỹ и G(x′, u) коллинеарны. Первые компоненты

этих векторов положительны, следовательно, эти векторы сонаправлены. Поэтому, положив

коэффициент k̃ > 0 равным отношению длин этих векторов, для x̃ = (x′, k̃) получим равен-

ство ỹ = G(x̃, u). Таким образом доказано, что в случае u ∈ V1 отображениеG(·, u) : X → Y
накрывает множество {ỹ}.

Аналогично доказывается, что в остальных случаях, когда u ∈ Vi, i = 2, 5, отображе-

ние G(·, u) также накрывает множество {ỹ}. При этом в каждой ситуации u ∈ Vi, i = 2, 5,
для u0 = (0, k0) имеет место неравенство det

(
ỹ, G(u0, u)

)
> 0. Действительно,

для u ∈ V2 det
(
ỹ, G(u0, u)

)
= k0

∣∣∣∣∣
ỹ1 1

ỹ2 2

∣∣∣∣∣= 2k0

(
ỹ1 −

1

2
ỹ2

)
> 2k0

(
ỹ1 −

3

4
ỹ2

)
> 0, (2.10)

для u ∈ V3 det
(
ỹ, G(u0, u)

)
= k0

∣∣∣∣∣
ỹ1

1
2

ỹ2 2

∣∣∣∣∣= 2k0

(
ỹ1 −

1

4
ỹ2

)
> 2k0

(
ỹ1 −

3

4
ỹ2

)
> 0, (2.11)

для u ∈ V4 det
(
ỹ, G(u0, u)

)
= k0

∣∣∣∣∣
ỹ1

1
2

ỹ2
5
2

∣∣∣∣∣=
5

2
k0

(
ỹ1 −

1

5
ỹ2

)
>

5

2
k0

(
ỹ1 −

3

4
ỹ2

)
> 0, (2.12)

для u ∈ V5 det
(
ỹ, G(u0, u)

)
= k0

∣∣∣∣∣
ỹ1 0

ỹ2 2

∣∣∣∣∣= 2k0ỹ1 > 0. (2.13)

Таким образом, второе предположение теоремы 1 выполнено.

Для проверки заключительного третьего предположения теоремы 1 выберем произ-

вольную цепь S ⊂ X, каждый элемент x = (x, k) которой удовлетворяет отношению(
ỹ, G(x, x)

)
∈ ϑ, то есть det

(
ỹ, G(x, x)

)
6 0. Первые компоненты элементов этой цепи

сами образуют цепь в [0, 1], обозначим ее через S1. Таким образом,

∀x = (x, k) ∈ S x ∈ S1, ∀x ∈ S1 ∃k > 0 x = (x, k) ∈ S.
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Определим x̃
.
= inf S1. Так как при любом x ∈ S1 выполнено det

(
ỹ, ψ(x) + ϕ(x)

)
6 0,

а функция ψ + ϕ непрерывна справа, получаем det
(
ỹ, ψ(x̃) + ϕ(x̃)

)
6 0. Следовательно,

для x̃ = (x̃, 1) будет выполнено соотношение
(
ỹ, G(x̃, x̃)

)
∈ ϑ, а кроме того, x̃ — нижняя

граница цепи S.
Итак, если правая часть системы (2.5) удовлетворяет неравенствам (2.6), то выполнены

все предположения теоремы 1. Согласно этой теореме система (2.5) разрешима.

Теперь приведем аналогичный предыдущему пример, но не уравнения, а включения,

к которому применима теорема 1.

Пример 8. Рассмотрим те же, что и в предыдущем примере 7 множества Vi и векторы Yi,
i = 1, 5. Определим многозначное функцию Φ: [0, 1] ⇒ R2 соотношениями: Φ(x) = {Yi}
при x ∈ Vi, i = 1, 3, Φ(x) = {Y5,Y3} при x ∈ V4 и Φ(x) = {Y4,Y3} при x ∈ V5. Рассмотрим

включение вида

k
(
ψ(x) + Φ(x)

)
∋ ỹ,

относительно неизвестных x ∈ [0, 1], k > 0, где функция ψ : [0, 1] → R2 определена в преды-

дущем примере 7. Докажем существование решения этого включения в случае, если его

правая часть удовлетворяет следующим неравенствам

3

2
ỹ2 > ỹ1 >

3

4
ỹ2 > 0 (2.14)

(несколько менее ограничительным, чем неравенства (2.6)).

Рассмотрим введенные в примере 7 алгебраические системы (X,6), (Y, ϑ) и определим

многозначное отображение

G : X2 ⇒ Y, G(u, x) = k
(
ψ(u) + Φ(x)

)
, u = (u, k), x = (x, κ).

Положим x0 = (1, k0), k0 > 0 и найдем

G(x0, x0) =
{
k0
(
ψ(1) + Y4

)
, k0

(
ψ(1) + Y3

)}
=

{
k0(3/2, 3/2), k0(3/2, 1)

}
.

Выберем y0
.
= k0(3/2, 1) и для этого вектора в силу (2.14) имеем

det(ỹ, y0) = k0

∣∣∣∣
ỹ1

3
2

ỹ2 1

∣∣∣∣ = k0(ỹ1 −
3

2
ỹ2) 6 0.

Таким образом, (ỹ, y0) ∈ ϑ, то есть выполнено первое предположение теоремы 1.

Повторяя рассуждения из примера 7, можно показать что при любом u = (u, k) ∈ X
отображение первого аргумента G(·, u) накрывает множество {ỹ} (в этом доказательстве

используются неравенства ỹ1 >
3
4
ỹ2 > 0 из (2.14)), а отображение второго аргумента G(u, ·)

является антитонным. Таким образом, выполнено второе предположение теоремы 1.

Проверка заключительного третьего предположения теоремы 1 проводится точно также,

как в примере 7.

В примерах 7, 8 рассмотрены числовые уравнения и включения, разрешимость которых

можно установить непосредственно без привлечения результатов об операторных уравнени-

ях и включениях (но утверждения о накрывающих отображениях частично упорядоченных

пространств не применимы, так как отношение ϑ в Y не является порядком). Ниже при-

ведены примеры функциональных уравнений и включений, исследование разрешимости

которых уже не столь простая задача.
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Пример 9. Обозначим меру Лебега на [a, b] символом mes. Пусть задана измеримая функ-

ция τ : [a, b] → [a, b], такая, что для любого измеримого по Лебегу (далее, просто «измери-

мого») множества E ⊂ [a, b] множество τ−1(E) измеримо и, кроме того, если mes(E) = 0,
то mes (τ−1(E)) = 0. Это условие обеспечивает измеримость суперпозиции x(τ(·)) для

любой измеримой функции x : [a, b] → R (см. [27, лемма 6, с. 706]). Пусть также задана

измеримая функция ỹ : [a, b] → R2. Рассмотрим функциональное уравнение

k(t)
(
ψ
(
x(t)

)
+ ϕ

(
x(τ(t))

))
= ỹ(t), t ∈ [a, b], (2.15)

(где ψ(·) и ϕ(·) определены в примере 7) относительно неизвестных измеримых функций

x : [a, b] → [0, 1] и k : [a, b] → (0,+∞). Используя теорему 1, докажем, что уравнение (2.15)

разрешимо для любой измеримой функции ỹ = (ỹ1, ỹ2) такой, что при п.в. t ∈ [a, b] выпол-

нено

ỹ2(t) > ỹ1(t) >
3

4
ỹ2(t) > 0. (2.16)

Пусть (X,6), (Y, ϑ) — введенные в примере 7 алгебраические системы. Обозначим

через M(X) множество пар x = (x, k), компоненты которых — измеримые функции

x : [a, b] → [0, 1] и k : [a, b] → (0,+∞), а порядок задан следующим образом: для x = (x, k) ∈
∈ M(X) и x′ = (x′, k′) ∈ M(X) имеет место x′ 6 x, если при п. в. t ∈ [a, b] в (X,6) выпол-

нено
(
x′(t), k′(t)

)
6

(
x(t), k(t)

)
. Далее обозначим через M(Y ) множество измеримых функ-

ций [0, 1] → R2 с отношением (y′, y) ∈ ϑ, y′, y ∈ M(Y ), означающим, что при п. в. t ∈ [0, 1]
в Y выполнено отношение

(
y′(t), y(t)

)
∈ ϑ. Определим отображение G : X2 → Y форму-

лой (2.7) и зададим отображениеNGτ , сопоставляющее любой паре (u, x) ∈ M(X) функцию

NGτ (u, x)(t) = G
(
u(t), x(τ(t))

)
, t ∈ [a, b].

Так как функция ψ непрерывна, а функция ϕ непрерывна справа (см. пример 7), со-

гласно [28, 29] функция G
(
u(·), x(τ(·))

) .
= k(t)

(
ψ
(
u(·)

)
+ ϕ

(
x(τ(·))

))
будет измеримой для

любых измеримых функций u = (u, k) x = (x, κ). Поэтому отображение NGτ можем рас-

сматривать действующим из M(X)×M(X) в M(Y ).
Уравнение (2.15) будем рассматривать как операторное уравнение

NGτ (x, x) = ỹ.

Зафиксируем произвольную функцию ỹ ∈ M(Y ), удовлетворяющую неравенствам (2.16).

Положим x0 = (x0, k0) ∈ M(X), где x0(t) ≡ 1, а k0 — любая положительная измеримая

функция. Тогда

y0(t)
.
= G

(
x0(t), x0(τ(t))

)
= k0(t)

(
ψ(1) + ϕ(1)

)
= k0(t)(1, 1),

и для этой функции имеем

∆(t)
.
= det(ỹ(t), y0(t)) = k0(t)

∣∣∣∣
ỹ1(t) 1
ỹ2(t) 1

∣∣∣∣ = k0(t)
(
ỹ1(t)− ỹ2(t)

)
.

В силу (2.16) ∆(t) 6 0 при п. в. t ∈ [a, b]. Таким образом, (ỹ, y0) ∈ ϑ, то есть выполнено

первое предположение теоремы 1.

Покажем, что при любом u = (u, k) ∈ M(X) отображение NGτ (·, u) : M(X) → M(Y )
накрывает множество {ỹ} ⊂ M(Y ). Обозначим y(t)

.
= ϕ(u(τ(t)), y(t) = (y1(t), y2(t)). Заме-

тим, что для u0 = (u0, k0) ∈ M(X), где u0(t) ≡ 0, а k0 — любая положительная измеримая
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функция, при п. в. t ∈ [a, b] выполнено det(ỹ(t), G(u0(t), u(τ(t))) > 0 (это прямо следует

из соотношений (2.9)–(2.13), установленных в примере 7), то есть

det
(
ỹ(t), ψ(0) + y(t)

)
= ỹ1(t)

(
ψ2(0) + y2(t)

)
− ỹ2(t)

(
ψ1(0) + y1(t)

)
> 0. (2.17)

Теперь выберем произвольно x = (x, k) ∈ M(X), для которого
(
ỹ, NGτ (x, u)

)
∈ ϑ. Таким

образом, при п. в. t ∈ [a, b] выполнено
(
ỹ(t), G(x(t), u(τ(t)))

)
∈ ϑ, то есть

det
(
ỹ(t), ψ(x(t)) + y(t)

)
= ỹ1(t)

(
ψ2(x(t)) + y2(t)

)
− ỹ2(t)

(
ψ1(x(t)) + y1(t)

)
6 0. (2.18)

Вследствие непрерывности функций ψ1, ψ2 из (2.17), (2.18) получаем

0 ∈ det
(
ỹ(t), ψ(

[
0, x(t)

]
) + y(t)

)
, t ∈ [a, b].

Из этого включения согласно лемме Филиппова о неявной функции (см., например, [3,

теорема 1.5.15]) следует существование измеримой функции x′ : [a, b] → R такой, что

x′(t) ∈ [0, x(t)] и det
(
ỹ(t), ψ(x′(t)) + y(t)

)
= 0, t ∈ [a, b]. Последнее равенство означает, что

при x′ = (x′, k′), k′(t) ≡ 1, векторы G(x′(t), u(τ(t))) и ỹ(t) коллинеарны при п. в. t ∈ [a, b].
Первые компоненты этих векторов положительны, следовательно, векторы сонаправлены.

Положим функцию k̃ : [a, b] → R равной при каждом t отношению длин этих векторов, тогда

очевидно, функция k̃ измерима и положительна. Для x̃ = (x′, k̃) получим равенство ỹ(t) =
= G(x̃(t), u(τ(t))). Таким образом доказано, что отображение NGτ (·, u) : M(X) → M(Y ) на-

крывает множество {ỹ} ⊂ M(Y ).
Для любого u ∈ M(X) отображение NGτ (u, ·) : M(X) → M(Y ) является антитонным,

поскольку отображение G(u, ·) : X → Y антитонное при любом u ∈ X. Таким образом

выполнено второе предположение теоремы 1.

Для проверки заключительного третьего предположения теоремы 1 выберем произ-

вольную цепь S ⊂ M(X), каждый элемент x = (x, k) которой удовлетворяет отноше-

нию
(
ỹ, NGτ (x, x)

)
∈ ϑ, то есть det

(
ỹ(t), NGτ (x, x)(t)

)
6 0, t ∈ [a, b]. Первые ком-

поненты элементов этой цепи сами образуют цепь в множестве измеримых функций

[a, b] → [0, 1], которую обозначим через S1. Таким образом, для любого x = (x, k) ∈ S
имеем x ∈ S1, и обратно, для любого x ∈ S1 существует положительная измеримая

функция k такая, что x = (x, k) ∈ S. Определим функцию x̃ : [a, b] → [0, 1] формулой

x̃(t) = inf
{
x(t), x ∈ S1

}
, t ∈ [a, b]. Эта функция измерима. При любом x ∈ S1 выполнено

det
(
ỹ(t), ψ(x(t)) + ϕ(x(τ(t)))

)
6 0, t ∈ [a, b]. Поэтому вследствие непрерывности функ-

ции ψ и непрерывности справа функции ϕ получаем det
(
ỹ(t), ψ(x̃(t)) + ϕ(x̃(τ(t)))

)
6 0,

t ∈ [a, b]. Таким образом, для x̃ = (x̃, k̃) ∈ M(X), k̃(t) ≡ 1, будет выполнено соотношение(
ỹ, NGτ (x̃, x̃)

)
∈ ϑ, причем x̃ — нижняя граница цепи S.

Итак, выполнены все предположения теоремы 1.

Пример 10. Пусть задана измеримая функция τ : [a, b] → [a, b], такая, что для любо-

го измеримого множества E ⊂ [a, b] множество τ−1(E) измеримо и если mes(E) = 0,
то mes (τ−1(E)) = 0. Пусть также задана измеримая функция ỹ : [a, b] → R2. Рассмотрим

функциональное включение

k(t)
(
ψ
(
x(t)

)
+ Φ

(
x(τ(t))

))
∋ ỹ(t), t ∈ [a, b] (2.19)

(где ψ(·) и Φ(·) определены в примере 8), относительно неизвестных измеримых функций

x : [a, b] → [0, 1] и k : [a, b] → (0,+∞). Повторяя рассуждения из примера 9 и используя

результаты примера 8, на основании теоремы 1 доказывается, что включение (2.19) разре-

шимо для любой измеримой функции ỹ = (ỹ1, ỹ2) такой, что

3

2
ỹ2(t) > ỹ1(t) >

3

4
ỹ2(t) > 0, t ∈ [a, b].
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Пусть U ⊂ X. Обозначим через SolU [G, ỹ] множество решений включения (2.1), при-

надлежащих множеству U. Теорема 1 дает достаточные условия непустоты множества

SolOX(x0)[G, ỹ]. Следующее утверждение позволяет устанавливать существование мини-

мального элемента в этом множестве. Легко видеть, что минимальный в SolOX(x0)[G, ỹ]
элемент является минимальным во всем множестве решений SolX [G, ỹ] включения (2.1).

Предложение 1. Если выполнены условия теоремы 1, то в SolOX(x0)[G, ỹ] существует ми-

нимальный элемент.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве теоремы 1 определено частично упорядо-

ченное пространство (U,�), и показано, что решением включения (2.1) является нижняя

граница v ∈ U, v � x0, максимальной в этом пространстве цепи S. Покажем что это ре-

шение является минимальным (относительно исходного порядка 6). Предположим, что это

не так, и существует другое решение z включения (2.1) такое, что z < v. Тогда в силу

определения частично упорядоченного множества (U,�) выполнено z ∈ U и z ≺ v. Но это

неравенство противоречит максимальности цепи S. �

Замечание 2. Согласно рассмотренному предложению 1, в предположениях теоремы 1

во множестве SolX [G, ỹ] всех решений включения (2.1) существует минимальный эле-

мент. При этом наименьшего элемента в SolX [G, ỹ] может не существовать, даже ес-

ли отношение ϑ является порядком в Y, а отображение G однозначно. Например, пусть

X = Y =
{
x = (x1, x2) : x

2
1+x22 6 1

}
— круг единичного радиуса на плоскости R2 с «обыч-

ным покоординатным» порядком: неравенство для векторов x 6 u равносильно системе

неравенств для их координат x1 6 u1, x2 6 u2; отображение G : X2 → Y задано формулой

G(x, u) = x − u для любых x, u ∈ X ; ỹ = 0 ∈ Y ⊂ R2. Тогда выполнены предположе-

ния теоремы 1, и очевидно множество SolX [G, ỹ] решений включения (2.1), которое здесь

принимает вид тривиального уравнения 0 = 0, совпадает со всем пространством X. Это

пространство имеет минимальные элементы (все точки на единичной окружности с непо-

ложительными координатами), но не имеет наименьшего элемента.

Аналогичное замечание для точек совпадения отображений было сделано в [13]. В при-

веденном примере, как и в соответствующем примере из [13], отсутствие наименьшего ре-

шения объясняется тем, что для множества из двух минимальных решений z, v ∈ SolX [G, ỹ],
не состоящих в отношении порядка, не существует нижней границы. Отметим, что в утвер-

ждениях о существовании наименьших решений как правило используется, что в рассмат-

риваемых пространствах любые двухэлементные множества имеют точную нижнюю грани-

цу (напомним, что такие частично упорядоченные пространства называют полурешетками,

подробнее см., например, [30, с. 38, 39]). Следующий пример показывает, что при выпол-

нении предположений теоремы 1 во множестве SolX [G, ỹ] решений включения (2.1) может

не быть наименьшего элемента, даже если (X,6) — полурешетка.

Пример 11. Определим на плоскости R2 стандартный порядок: для векторов x = (x1, x2),
u = (u1, u2) пишем x 6 u тогда и только тогда, когда x1 6 u1, x2 6 u2. Пусть X =
=

{
x = (x1, x2) : − 1 6 x1 6 1, −1 6 x2 6 1

}
— квадрат в R2, Y = R2, ỹ = 0 ∈ Y.

Определим отображение G : X2 → Y для любых x, u ∈ X формулой

G(x, u)
.
= x− ϕ(u), ϕ(u)

.
=

{
2u, если u 6 0, ‖u‖ .

=
√
u21 + u22 > 1,

u, при остальных u ∈ X.

В таком случае отображение F : X → Y определяется формулой

F (x) =

{
x, если x 6 0, ‖x‖ > 1,
0, при остальных x ∈ X,
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а включение (2.1) принимает вид уравнения F (x) = 0. Предположения теоремы 1 вы-

полнены, кроме того, пространство X является полурешеткой, а тем не менее, множество

решений рассматриваемого уравнения SolX [G, ỹ] = X \
{
x ∈ X : x 6 0, ‖x‖ > 1

}
не имеет

наименьшего элемента.

Сформулируем условия существования наименьшего элемента в множестве решений

включения (2.1). Будем использовать следующее «усиление» определения 2, предложенное

Е. С. Жуковским.

Определение 3. Будем говорить, что отображение F : X ⇒ Y усиленно накрывает множе-

ство W ⊂ Y, если

∀x, u ∈ X ∀y ∈ F (x) ∀z ∈ F (u) ∀y′ ∈ W
(
(y′, y) ∈ ϑ, (y′, z) ∈ ϑ

)
⇒

(
∃x′ ∈ X x′ 6 x, x′ 6 u, y′ ∈ F (x′)

)
.

Очевидно, усиленно накрывающее отображение F является накрывающим (это прямо

следует из приведенного определения, если выбрать u = x, z = y).

Предложение 2. Пусть пространство (X,6) является полурешеткой, выполнены условия

теоремы 1 и, кроме того, при любом x ∈ X отображение G(·, x) : X ⇒ Y усиленно

накрывает множество {ỹ} ⊂ Y. Тогда во множестве SolX [G, ỹ] решений включения (2.1)

существует наименьший элемент, и он принадлежит OX(x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предложению 1 во множестве SolX [G, ỹ] существует

минимальный элемент, обозначим его через v. Покажем что элемент v является наимень-

шим в этом множестве. В противном случае существует еще одно решение u ∈ SolX [G, ỹ]
включения (2.1) такое, что имеет место соотношение v � u. Определим ṽ

.
= inf{v, u}.

Так как ṽ < v и ṽ < u, в силу антитонности на множестве [ṽ, x0] отображения G(ṽ, ·),
выполнено:

∃y ∈ G(v, ṽ) (ỹ, y) ∈ ϑ, ∃z ∈ G(u, ṽ) (ỹ, z) ∈ ϑ.

А поскольку отображение G(·, ṽ) : X ⇒ Y усиленно накрывает множество {ỹ}, получаем

∃ũ ∈ X ũ 6 ṽ ỹ ∈ F (ũ, ṽ).

Но тогда, согласно теореме 1, существует ζ ∈ SolX [G, ỹ] такое, что ζ 6 ũ 6 ṽ < v, а это

противоречит тому, что решение v включения (2.1) минимально. �

§ 3. Устойчивость решений включения к малым изменениям отображения и правой
части

Обозначим P (N) — совокупность всех возрастающих последовательностей натуральных

чисел.

Пусть, как и выше, заданы частично упорядоченное пространство (X,6) и непустое

множество Y с определенным на нем рефлексивным бинарным отношением ϑ, отображение

G : X2 ⇒ Y и элемент ỹ ∈ Y. Предположим, что известно решение w ∈ X включения (2.1).

Определим понятие устойчивости в частично упорядоченном пространстве X этого реше-

ния, которое можно считать аналогом понятий устойчивости, известных для метрических

пространств (см. [31, 32]).

Пусть для любого натурального i заданы элемент ỹi ∈ Y и многозначное отображе-

ние Gi : X
2 ⇒ Y. Наряду с включением (2.1) рассмотрим следующую последовательность

включений:

Gi(x, x) ∋ ỹi, i ∈ N. (3.1)
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Полагаем решение w ∈ X включения (2.1) устойчивым, если при каждом i существует

решение wi ∈ X включения (3.1) и имеет место следующая «сходимость» последователь-

ности wi к точке w :
∀{in} ∈ P (N) sup

n∈N
{win} = w. (3.2)

Зададим для любого i отображение Fi : X ⇒ Y формулой Fi(x)
.
= Gi(x, x), x ∈ X.

Определим для последовательности включений (3.1) следующее условие.

(A) для любого x ∈ X, x < w, существует такое N ∈ N, что при всех i > N во множе-

стве OX(w) нет решений включения (3.1).

Теорема 2. Пусть пространство (X,6) является полурешеткой и при каждом i ∈ N вы-

полнены следующие условия:

• существует yi ∈ Fi(w) такое, что (ỹ, yi) ∈ ϑ;

• при любом x ∈ OX(w) отображение Gi(·, x) : X ⇒ Y накрывает множество {ỹi},
а отображение Gi(x, ·) : X ⇒ Y является антитонным на множестве [x, w]X ;

• любая цепь S ∈ SOX(w)(Gi, ỹi) ограничена снизу и имеет нижнюю границу v ∈ X
такую, что существует элемент y ∈ Gi(v, v), удовлетворяющий соотношению

(ỹi, y) ∈ ϑ.

Тогда при любом i ∈ N множество SolOX(w)[Gi, ỹi] решений включения (3.1), принадлежа-

щих множеству OX(w), не пусто. А если, дополнительно, выполнено условие (A), то при

любом выборе wi ∈ SolOX(w)[Gi, ỹi] полученная последовательность {wi} ⊂ X удовлетво-

ряет соотношению (3.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При каждом i ∈ N для включений (3.1) справедливы предпо-

ложения теоремы 1 (в которых x0 = w). Следовательно, во множестве OX(w) существует

решение включения (3.1).

Выберем при каждом i ∈ N любой элемент wi ∈ SolOX(w)[Gi, ỹi]. Пусть {in} ∈ P (N).
Очевидно, из включения wi ∈ OX(w) следует, что w является верхней границей множе-

ства {win}.
Пусть верхней границей множества {win} также является некоторый элемент v ∈ X

такой, что v � w. Тогда верхней границей этого множества будет еще и элемент x =
= inf{w, v}, и для этого элемента выполнено x < w. Полученное неравенство противоречит

предположению, что wi 6∈ OX(x) при достаточно больших номерах i. �

Поясним аналогии между теоремой 2 и утверждениями об устойчивости в традицион-

ных метрических пространствах. Связь между многозначными отображениями Fi, i ∈ N,
и многозначным отображением F в теореме 2 задана соотношением

(ỹ, yi) ∈ ϑ, i ∈ N, (3.3)

в котором yi ∈ Fi(w), w — решение исходного включения (2.1). Пусть Y = M × R+, где

(M, d) — обобщенно метрическое пространство, ỹ = (µ̃, r̃), yi = (µi, ri). Полагаем, что

на Y определено отношение Бишопа–Фелпса (см. пример 1), обозначенное символом ϑ.
Тогда при i → ∞ в случае сходимости ri → r̃ из отношения (3.3) получаем d(µ̃, µi) 6

6 ri − r̃ → 0. Таким образом, можно говорить, что условие (3.3) обеспечивает «малость»

отклонения значений отображений Fi от значения отображения F на решении w исходного

включения (2.1).

С учетом предложений 1, 2 из теоремы 2 получаем следующие два утверждения.



С. Бенараб, Е. А. Панасенко 377

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда при любом i ∈ N существует

минимальный элемент wi в непустом множестве SolOX(w)[Gi, ỹi] решений включения (3.1),

принадлежащих множеству OX(w). А если, дополнительно, выполнено условие (A), то по-

следовательность {wi} ⊂ X удовлетворяет соотношению (3.2).

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 2 и, кроме того, при каждом i ∈ N для

любого x ∈ X отображение Gi(·, x) : X ⇒ Y усиленно накрывает множество {ỹi} ⊂ Y .

Тогда при любом i ∈ N существует наименьший элемент wi в непустом множестве

SolX [Gi, ỹi] решений включения (3.1). А если, дополнительно, выполнено условие (A), то по-

следовательность {wi} ⊂ X удовлетворяет соотношению (3.2).

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего обра-

зования Российской Федерации, соглашение № 075–15–2019–1619.
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Set-valued mappings acting from a partially ordered space X = (X,6) to a set Y on which a reflexive

binary relation ϑ is given (this relation is not supposed to be antisymmetric or transitive, i. e., ϑ is not an

order in Y ), are considered. For such mappings, analogues of the concepts of covering and monotonicity

are introduced. These concepts are used to study the inclusion F (x) ∋ ỹ, where F : X ⇒ Y, ỹ ∈ Y. It

is assumed that for some given x0 ∈ X, there exists y0 ∈ F (x0) such that (ỹ, y0) ∈ ϑ. Conditions for

the existence of a solution x ∈ X satisfying the inequality x 6 x0 are obtained, as well as those for the

existence of minimal and least solutions. The property of stability of solutions of the considered inclusion

to changes of the set-valued mapping F and of the element ỹ is also defined and investigated. Namely,

the sequence of “perturbed” inclusions Fi(x) ∋ ỹi, i ∈ N, is assumed, and the conditions of existence of

solutions xi ∈ X such that for any increasing sequence of integers {in} there holds supn∈N{xin} = x,

where x ∈ X is a solution of the initial inclusion, are derived.
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