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ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОНФОРМНОГО
ОТОБРАЖЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО МНОГОУГОЛЬНИКА НА ЕДИНИЧНЫЙ
КРУГ

В статье разработано приближенно-аналитическое решение задачи конформного отображения внут-

ренних точек произвольного многоугольника на единичный круг. На предварительном этапе зада-

ча конформного отображения сформулирована в виде краевой задачи (задача Шварца). Последняя

сведена к решению интегрального уравнения Фредгольма второго рода с ядром типа Коши отно-

сительно неизвестной комплексной функции плотности на границе области с последующим вычис-

лением интеграла Коши. Разработанное приближенно-аналитическое решение основано на разло-

жении ядра Коши в системе многочленов Лежандра первого и второго рода. Выполнена априорная

и апостериорная оценки сходимости и точности заданного решения. Определены экспоненциальная

сходимость решения в L2 ([0, 1]) и полиномиальная в C ([0, 1]). Для наглядного сравнения результа-

тивности разработанного решения приведены расчеты на тестовых примерах.
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Введение

Свойства конформного отображения [1] обуславливают его широкое применение в ре-

шении краевых и начально-краевых задач математической физики [2–10]. В связи с тем, что

любую область на плоскости можно аппроксимировать многоугольной областью, в теории

функции комплексного переменного в отдельный класс выделяют задачи прямого и об-

ратного конформного отображения многоугольника на каноническую область [7, 11]. Ре-

шение задачи прямого конформного отображения многоугольника известно и осуществля-

ется путем вычисления интеграла Кристоффеля–Шварца [1, 10]. Особенность подобного

решения состоит в необходимости определения неизвестных акцессорных параметров, для

нахождения которых Фильчаковым П. Ф., Trefethen L. N., Driscoll T. A., Куфаревым П. П.,

Харом И. С., Коппенфельсем В. и др. [1, 11] разработан ряд эффективных методов. Об-

ратная задача конформного отображения многоугольника решается с применением числен-

ных [1,9,12,13] и численно-аналитических [7,14] методов. Общие недостатки данных мето-

дов заключаются: в ограничении на применение относительно произвольных многоуголь-

ников; снижении вычислительной устойчивости и сходимости при решении задачи кон-

формного отображения вогнутых многоугольников сложной геометрической формы на ка-

ноническую область; привязки к прямому решению задачи конформного отображения. Наи-

больший интерес из существующих методов представляют результаты работы [15], в кото-

рой обратная задача конформного отображения односвязной области с кусочно-гладкой гра-

ницей сводится к численному решению интегрального уравнения относительно неизвест-

ной комплексной функции плотности с последующим вычислением интеграла типа Коши.

Недостаток [15] состоит в невысокой (полиномиальной) сходимости численного решения

в L2 ([0, 1]) в отношении обратной задачи конформного отображения многоугольника.

https://doi.org/10.35634/vm220108
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Цель настоящей статьи состоит в формировании относительно простого приближенно-

аналитического соотношения, позволяющего эффективно решать обратную задачу кон-

формного отображения произвольного многоугольника на единичный круг при устранении

указанного недостатка [15]. В основу формируемого решения положим результаты [15,16].

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим односвязную область Ω ⊂ C : 0 ∈ Ω, ограниченную кривой Γ без самопере-

сечений при:

Γ =
N−1
⋃

j=0

Γj,

где Γj — прямолинейный отрезок, соединяющий точки Pj и Pj+1 — вершины области Ω при

j = 0, N − 1, PN = P0, и допускающий следующее параметрическое представление [16]

Γj = {ζj = ζj (t) = ejt+ Pj , t ∈ [0, 1]} , ej = Pj+1 − Pj .

Обозначим B1 = {w ∈ C : |w| < 1} — единичный круг.

Для определения функции w = f (z) = u (z) + iv (z), конформно отображающей внут-

ренние точки z = (x+ iy) ∈ Ω на B1 [12,13,15], сформулируем следующую краевую задачу:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, z ∈ Ω;

Re ln
f (z)

z
= − ln |ζj (t)| , z = ζj (t) ∈ Γj,

(1.1)

с учетом условий нормировки f (0) = 0, f ′ (0) = γ > 0, где γ ∈ R.

Опираясь на результаты [15], задачу Шварца (1.1) сведем к следующему виду.

Теорема 1. Предположим, что для Ω ⊂ C функция f (z) = u (z) + iv (z) удовлетворяет

условиям (1.1), тогда f можно представить в виде

f (z) =
C̃0

2πi

N−1
∑

j=0

1
∫

0

ejσj (t)

ζj (t)− z
dt+ C̃1, (1.2)

где C̃0, C̃1 — некоторые комплексные постоянные; σj (t) ∈ C удовлетворяет интегрально-

му уравнению

ζ−1
j (t) = σj (t) +

N−1
∑

k=0

1
∫

0

σk (s)Kj,k (t, s) ds. (1.3)

В выражении (1.3) ядро Kj,k (t, s) интегрального уравнения определяется соотношени-

ем [16]:

Kj,k (t, s) =







− 1

π
Im

[

ek
ejt+ Pj − eks− Pk

]

, j 6= k,

0, j = k.
(1.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из интегральной формулы Коши с учетом заданной парамет-

ризации Γ следует, что

f (z) =
1

2πi

N−1
∑

j=0

1
∫

0

ejφj (t)

ζj (t)− z
dt, (1.5)

где φj (t) определяет значения f (z) на Γj .

Известно [17], что если f (x+ iy) = u (x, y) + iv (x, y) — голоморфная функция, то

u и v — гармонические функции:

∆u = 0, ∆v = 0. (1.6)

С учетом (1.1), (1.6) при представлении u, v действительными частями некоторых ком-

плексных чисел ε = u+ iũ, ξ = v+ iṽ ∈ C, используя теорию логарифмического потенциала

двойного слоя [18], определим ϕ, ψ — значения u, v на Γ:

2Φj (t) = ϕj (t) +
N−1
∑

k=0

1
∫

0

ϕk (s)Kj,k (t, s) ds;

2Ψj (t) = ψj (t) +
N−1
∑

k=0

1
∫

0

ψk (s)Kj,k (t, s) ds,

(1.7)

где Kj,k (t, s) определяется соотношением (1.4); Φj (t) и Ψj (t) в обозначениях теоремы

Сохоцкого–Племеля [19] задают значения функций u (z) и v (z) вблизи Γj при z ∈ Ω.

Переходя к f = u+ iv и учитывая обозначения (1.5), перепишем (1.7) в следующем виде

2Fj (t) = φj (t) +
N−1
∑

k=0

1
∫

0

φk (s)Kj,k (t, s) ds, (1.8)

где Fj (t) = Φj (t) + iΨj (t); φj (t) = ϕj (t) + iψj (t).
Для определения Fj (t) (значение функций f (z) вблизи Γj при z ∈ Ω) используем ре-

зультаты, полученные в [15].

Задав разложение в ряд Лорана функции G (z) = 1/f (z) в окрестности точки z = 0:

G (z) = a−1z
−1 + a0 + a1z + a2z

2 + . . . ,

с учетом определения многочленов Фабера и известной из [20] взаимосвязи между функ-

циями f̂ (z) = 1/f (1/z) «внешнего» f̂ и «внутреннего» f конформного отображения (f̂ —

функция отображения точек C\Ω на внешность B1 с условиями нормировки f̂ (∞) = ∞,

f̂ ′ (∞) = γ > 0), введем в рассмотрение функцию

(G (z))n = qn (z) +G0
n (z) , (1.9)

где n ∈ N; qn (z) =
n
∑

m=1

am
zm

; G0
n (z) — аналитическая в Ω функция при 1

2πi

∫

Γ

G0
n(ζ)
ζ−z

dζ = 0 для

z ∈ C\Ω.

Для введенных представлений (1.9) из леммы 3.2 в [15, с. A3720] известно, что для

z ∈ C\Ω и функции f (z), удовлетворяющей граничному условию задачи (1.1) (|f (ζ)| = 1,
ζ ∈ Γ), справедливо:

qn (z) = − 1

π

∫

Γ

(f (ζ))n Im

[

dζ

ζ − z

]

; a−1z−1 = − 1

π

∫

Γ

f (ζ) Im

[

dζ

ζ − z

]

. (1.10)
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Принимая во внимание (1.9), (1.10), введенную параметризацию Γ при обозначении

σ̃j (t) = f (ζj (t)) и приближении z ∈ C\Ω к граничной точке ζ ∈ Γ, получим интегральное

уравнение:

a−1ζ
−1
j (t) = σ̃j (t) + 2

N−1
∑

k=0

1
∫

0

σ̃k (s)Kj,k (t, s) ds. (1.11)

Из результатов теоремы 6.24 [21, с. 93] известно, что функция φj (t) является решением

внешней z ∈ C\Ω краевой задачи в теории логарифмического потенциала двойного слоя,

если она удовлетворяет интегральному уравнению

a−1ζ
−1
j (t) = φj (t) + 2

N−1
∑

k=0

1
∫

0

φk (s)Kj,k (t, s) ds+ 2
N−1
∑

k=0

1
∫

0

φk (s) ds. (1.12)

Соотношения (1.11), (1.12) определяют справедливость тождества φj (t) = σ̃j (t)+const,
которое при использовании результатов [15, с. 9] для условий нормировки f (0) = 0, f ′ (0) =

= γ > 0 и введении обозначения σj (t) = 0.5a−1
−1φj (t)− const

4a−1
позволяют определить Fj (t) =

= a−1ζ
−1
j (t) + const и свести (1.8) к виду

ζ−1
j (t) = σj (t) +

N−1
∑

k=0

1
∫

0

σk (s)Kj,k (t, s) ds, (1.13)

Полученное соотношение (1.13) с учетом (1.5) при обозначении C̃0 = 0.5a−1
−1, C̃1 =

= − const
4a−1

определяют справедливость (1.2), (1.3), что и требовалось доказать. �

Константы C̃0, C̃1 в заданном соотношении (1.2) являются акцессорными параметрами,

определяющими поворот, растяжение и сдвиг отображения w = f (z), и могут быть опре-

делены аналогично константам в интеграле Кристоффеля–Шварца [7] при удовлетворении

условиям нормировки и граничному условию задачи (1.1).

Таким образом, задача Шварца (1.1) сводится к решению интегрального уравнения

Фредгольма второго рода (1.3) относительно неизвестной комплексной функции плотно-

сти σj (t) с последующим вычислением интеграла (1.2).

§ 2. Представление ядра интегрального уравнения неизвестной комплексной функции
плотности в задаче Шварца

Решение интегрального уравнения (1.3) с учетом положительных свойств экспоненци-

ально сходящегося метода [16] предполагается выполнить при разложении ядра Kj,k (t, s)
в виде:

Kj,k (t, s) =
∞
∑

n=0

(2n+ 1)λj,kn (t)Ln (2s− 1) ;

λj,kn (t) =







− 2

π
Im

[

Qn

(

2
ejt+Rj,k

ek
− 1

)]

, j 6= k,

0, j = k,

(2.1)
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где Rj,k = Pj − Pk; Ln (τ) и Qn (z) — многочлены Лежандра первого и второго рода соот-

ветственно, задаваемые с учетом следующих рекуррентных соотношений [22]:

L0 (τ) = 1; L0 (τ) = τ ; Ln (τ) =
2n− 1

n
τLn−1 (τ)−

n− 1

n
Ln−2 (τ) ;

Q0 (z) = arcth (z) ; Q1 (z) = z arcth (z)− 1;

Qn (z) =
2n− 1

n
zQn−1 (z)−

n− 1

n
Qn−2 (z) , τ ∈ [−1, 1] ; z ∈ C.

(2.2)

Учитывая разложение (2.1) ядра (1.4), основную часть проекционного решения инте-

грального уравнения (1.3) составляет задача вычисления интеграла

1
∫

0

λj,km (t)Ln (2t− 1) dt = − 1

π

1
∫

−1

Im

[

Qm

(

ej
ek
τ +

ej + 2Rj,k

ek
− 1

)]

Ln (τ) dτ.

В [16] решение этой задачи выполнено аналитически при задании Ln (τ), Qm (z) через

конечные суммы и гипергеометрические функции. Применение подобного способа вычис-

лений [16] приводит к снижению вычислительной устойчивости последующего решения

интегрального уравнения (1.3). Указанный недостаток предлагается устранить с приме-

нением рекуррентных соотношений в задачи аналитического вычисления интеграла вида
1
∫

−1

Qm (z1τ + z2)Ln (τ) dτ при z1, z2 ∈ C. Выполним это решение при задании следующих

представлений.

Учитывая результаты [24] и предложенные в [23] правила определения присоединенных

функций Лежандра L−µ
n (τ), Q−µ

m (z) при n,m ∈ N0, µ ∈ N, τ ∈ [−1, 1], z ∈ C, введем

следующие рекуррентные обозначения:

L(0)
n (τ) = Ln (τ) , L(µ)

n (τ) =
dL

(µ−1)
n (τ)

dτ
, L(−µ)

n (τ) =

τ
∫

1

L(−µ+1)
n (τ) dτ ;

Q(0)
m (z) = Qm (z) , Q(µ)

m (z) =
dQ

(µ−1)
m (z)

dz
, Q(−µ)

m (z) = (−1)µ
∞
∫

z

Q(−µ+1)
m (z) dz.

(2.3)

Правило определения L
(µ)
n (τ) является общеизвестным [22,23] и сводится к рекуррент-

ному вычислению

L
(µ)
0 (τ) =

1

2µ
(2µ)!

µ!
, L

(µ)
1 (τ) =

τ

2µ+1

(2µ+ 2)!

(µ+ 1)!
,

L(µ)
n (τ) =

(2n− 1) τL
(µ)
n−1 (τ)− (n− 1 + µ)L

(µ)
n−2 (τ)

n− µ
.

(2.4)

Непосредственным интегрированием и индукцией по µ аналогично [24] определим, что:

L
(−µ)
0 (τ) =

(τ − 1)µ

µ!
. (2.5)

Из дифференциального уравнения [23] −
[

n (n+ 1)− µ2

1−τ2

]

Lµ
n (τ) =

d
dτ

[

(1− τ 2) dL
µ
n(τ)
dτ

]

для присоединенных многочленов Лежандра первого рода Lµ
n (τ) = (−1)µ (1− τ 2)

1
2
µ
L
(µ)
n (τ)
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и тождества [22] Lµ
n−1 (τ) − Lµ

n+1 (τ) = − (2n+ 1)
√
1− τ 2Lµ−1

n (τ) с учетом (2.5) следует

правило определения L
(−µ)
n (τ) при n 6= 0:

L(−µ)
n (τ) =







(−1)µ(1−τ2)
µ

(n+µ)!
L
(µ)
n (τ) , n = µ;

1
2n+1

(

L
(−µ+1)
n+1 (τ)− L

(−µ+2)
n−1 (τ)

)

, n 6= µ.
(2.6)

Непосредственным дифференцированием и индукцией по µ зададим следующие соот-

ношения:

Q
(µ)
0 (z) =

(−1)µ µ!

2µ

[

1

(z − 1)µ
− 1

(z + 1)µ

]

;

Q
(µ)
1 (z) =

{

z
1−z2

+ arcth (z) , µ = 1;
(−1)µµ!
2µ(µ−1)

[

µ+z

(z+1)µ
+ µ−z

(z−1)µ

]

, µ > 1,

(2.7)

откуда

Q(µ)
m (z) =

(2m− 1) zQ
(µ)
m−1 (z)− (m− 1 + µ)Q

(µ)
m−2 (z)

m− µ
. (2.8)

Для определения функций Q
(−µ)
m (z) с учетом особенностей комплексного логариф-

ма [22] вычислим следующие неопределенные интегралы:

∫

Q0 (z) dz =
1

2

[

ln
(

1− z2
)

+ 2z arcth (z)
]

+ c11 =
1

2

[

ln
(

z2 − 1
)

+ 2z arcth (z)
]

+ c12;
∫∫

Q0 (z) dz dz =
1

2

[

z ln
(

1− z2
)

+
(

z2 + 1
)

arcth (z)− z
]

+ zc11 + c21 =

=
1

2

[

z ln
(

z2 − 1
)

+
(

z2 + 1
)

arcth (z)− z
]

+ zc12 + c22;

Q
(−1)
1 (z) =

− (1− z2)

2
Q

(1)
1 =

(z2 − 1)

2

(

arcth (z)− z

z2 − 1

)

;

∫∫

Q1 (z) dz dz =

∫

Q
(−1)
1 (z) dz =

1

6

[(

z3 − 3z
)

arcth (z)− ln
(

1− z2
)

− z2
]

+ c31 =

=

∫

Q
(−1)
1 (z) dz =

1

6

[(

z3 − 3z
)

arcth (z)− ln
(

z2 − 1
)

− z2
]

+ c32,

(2.9)

где c11, c
1
2, c

2
1, c

2
2, c

3
1, c

3
2 — некоторые постоянные.

Учитывая (2.9), введем в рассмотрение функции Q
′(µ)
m (z) и Q

′′(µ)
m (z), которые соглас-

но (2.2) удовлетворяют дифференциальному уравнению [23]

d

dz

[

(

1− z2
) dQµ

m (z)

dz

]

= −
[

m (m+ 1)− µ2

1− z2

]

Qµ
m (z)

для присоединенных многочленов Лежандра второго рода Qµ
m (z) = (z2 − 1)

1
2
µ
Q

(µ)
m (z) при

определении через рекуррентные соотношения Q
′(µ)
m (z):



И. С. Полянский, К. О. Логинов 113

Q
′(−1)
0 (z) =

1

2

[

ln
(

1− z2
)

+ 2z arcth (z)
]

,

Q
′(−2)
0 (z) =

1

2

[

z ln
(

1− z2
)

+
(

z2 + 1
)

arcth (z)− z
]

,

Q
′(−µ)
0 (z) =

2z (1− µ)Q
′(−µ+1)
0 (z)− (1− z2)Q

′(−µ+2)
0 (z)

µ (1− µ)
− zµ−1

µ! (µ− 1)
,

Q
′(−2)
1 (z) =

1

6

[

(

z3 − 3z
)

arcth (z)− ln
(

1− z2
)

− z2 +
2

3

]

,

Q′(−µ)
m (z) =







(−1)µ(1−z2)
µ

(m+µ)!
Q

(µ)
m (z) , m = µ;

1
2m+1

(

Q
′(−µ+1)
m+1 (z)−Q

′(−µ+2)
m−1 (z)

)

, m 6= µ,

(2.10)

и Q
′′(m)
n (z):

Q
′′(−1)
0 (z) =

1

2

[

ln
(

z2 − 1
)

+ 2z arcth (z)
]

,

Q
′′(−2)
0 (z) =

1

2

[

z ln
(

z2 − 1
)

+
(

z2 + 1
)

arcth (z)− z
]

,

Q
′′(−µ)
0 (z) =

2z (1− µ)Q
′′(−µ+1)
0 (z)− (1− z2)Q

′′(−µ+2)
0 (z)

µ (1− µ)
− zµ−1

µ! (µ− 1)
,

Q
′′(−2)
1 (z) =

1

6

[

(

z3 − 3z
)

arcth (z)− ln
(

z2 − 1
)

− z2 +
2

3

]

,

Q′′(−µ)
m (z) =







(−1)µ(1−z2)
µ

(m+µ)!
Q

(µ)
m (z) , m = µ;

1
2m+1

(

Q
′′(−µ+1)
m+1 (z)−Q

′′(−µ+2)
n−1 (z)

)

, m 6= µ.

(2.11)

Лемма 1. Интеграл
b
∫

a

Qm (z1τ + z2)Ln (τ) dτ , содержащий произведение функций Лежанд-

ра первого Ln и второго Qm родов при z1, z2 ∈ C, z1a + z2, z1b + z2 6= [−1; 1], n,m ∈ N0,

можно вычислить соотношением

b
∫

a

Qm (z1τ + z2)Ln (τ) dτ =
n+1
∑

µ=1

(−1)µ+1

zµ1

[

L(µ−1)
n (b)Q(−µ)

m (z1b+ z2)−
−L(µ−1)

n (a)Q
(−µ)
m (z1a+ z2)

]

, (2.12)

где L
(µ−1)
n (τ) задается выражением (2.4); Q

(−µ)
m (z1τ + z2) определяется по правилу

Q(−µ)
m (z1τ + z2) =

{

Q
′′(−µ)
m (z1τ + z2) , β1 > β2,

Q
′(−µ)
m (z1τ + z2) , β1 < β2;

β1 =

∣

∣

∣

∣

arg

[

(z1b+ z2 + 1) (z1a+ z2 − 1)

(z1b+ z2 − 1) (z1a+ z2 + 1)

]∣

∣

∣

∣

; β2 =

∣

∣

∣

∣

arg

[

(z1b+ z2 + 1) (z1a+ z2 + 1)

(z1b+ z2 − 1) (z1a+ z2 − 1)

]∣

∣

∣

∣

.

(2.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя формулу интегрирования по частям, тождество [22]
∫

Qm (τ) dτ =
−(1−τ2)
m(m+1)

dQm(τ)
dτ

, определим интеграл от произведения многочленов Лежандра
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первого и второго рода в виде

∫

Qm (z1τ + z2)Ln (τ) dτ = Ln (τ)
−
[

1− (z1τ + z2)
2]

z1m (m+ 1)
Q(1)

m (z1τ + z2) +

+
1

z1m (m+ 1)

∫

Q(1)
m (z1τ + z2)L

(1)
n (τ)

[

1− (z1τ + z2)
2] dτ + c,

(2.14)

где c — некоторая постоянная.

Учитывая тождество [22]
∫

Q
(µ−1)
m (τ) (1− τ 2)

µ−1
dτ =

−(1−τ2)
µ

(m−µ+1)(m+µ)
Q

(µ)
m (τ), зададим вы-

ражение

∫

Q(µ−1)
m (z1τ + z2)L

(µ−1)
n (τ) dτ = L(µ−1)

n (τ)
−
[

1− (z1τ + z2)
2]µ

z1 (m− µ+ 1) (m+ µ)
Q(µ)

m (z1τ + z2) +

+
1

z1 (m− µ+ 1) (m+ µ)

∫

Q(µ)
m (z1τ + z2)L

(µ)
n (τ)

[

1− (z1τ + z2)
2]µ dτ + c.

(2.15)

Индукцией по µ для заданных соотношений (2.14), (2.15) с учетом L
(n+1)
n (τ) = 0 при

m > n получим

∫

Qm (z1τ + z2)Ln (τ) dτ = −
n+1
∑

µ=1

L
(µ−1)
n (τ)

[

1− (z1τ + z2)
2]µQ

(µ)
m (z1τ + z2)

zµ1
µ
∏

ν=1

[(m+ ν) (m− ν + 1)]

+ c =

= −
n+1
∑

µ=1

[

[

1− (z1τ + z2)
2]µ (m− µ)!L

(µ−1)
n (τ)Q

(µ)
m (z1τ + z2)

zµ1 (m+ µ)!

]

+ c.

(2.16)

Учитывая тождество из [23] Qµ
m (z) = (m+µ)!

(m−µ)!
Q−µ

m (z) для присоединенных многочленов

Лежандра второго рода, приведем (2.16) к виду

∫

Qm (z1τ + z2)Ln (τ) dτ =
n+1
∑

µ=1

(−1)µ+1

zµ1

[

L(µ−1)
n (τ)Q(−µ)

m (z1τ + z2)
]

+ c, (2.17)

где n,m ∈ N0.

Из формулу Ньютона–Лейбница, выражений (2.10), (2.11), (2.17) следует справедли-

вость (2.12) при задании Q
(−µ)
m (z1τ + z2) по правилу (2.13), которое учитывает условие

выбора одинаковых ветвей в определении комплексного логарифма, что и требовалось до-

казать. �

Лемма 2. Интеграл
b
∫

a

(Qn (z))
2dz, содержащий функцию Лежандра второго рода Qn (z),

можно вычислить соотношением

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz =

1

2n+ 1

[

(Q0 (z))
2 (z̄ − 1) +

(

ln

(

z̄ + 1

4

)

+ 2iπ

)

×

× ln (z̄ + 1)

2
+ Li2

(

z̄ + 1

2

)

+
n−1
∑

h=0

Tn−h (z)

]b

a

,

(2.18)
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где

Tn (z) =
1

n2

{

z
[

(Qn (z))
2 ((2n+ 1)2 z2 − n (3n+ 2)

)

+ (Qn+1 (z))
2 (n+ 1)2

]

−

− 2 (n+ 1)
[

(2n+ 1) z2 − n
]

Qn (z)Qn+1 (z)

}

.

(2.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Примем во внимание рекуррентное соотношение [23] Qn (z) =
= 2n−1

n
zQn−1 (z)− n−1

n
Qn−2 (z) и приведем интеграл в левой части (2.18) к виду

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz =

b
∫

a

[

2n− 1

n
zQn−1 (z)Qn (z)−

n− 1

n
Qn−2 (z)Qn (z)

]

dz. (2.20)

Учитывая определение Q1
n (z) =

√
1− z2Q

(1)
n (z) и тождество

b
∫

a

Qn (z)Qm (z) dz =

=

[√
1− z2 (Qm (z)Q1

n (z)−Qn (z)Q
1
m (z))

]b

a

(n−m) (n+m+ 1)
[22] при n 6= m, сведем (2.20) к равенству

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz =

2n− 1

n

b
∫

a

zQn−1 (z)Qn (z) dz −

− n− 1

n (4n− 2)

[

(

Qn (z)Q
(1)
n−2 (z)−Qn−2 (z)Q

(1)
n (z)

) (

1− z2
)

]b

a
.

(2.21)

Используя выражение zQn (z) =
n+1
2n+1

Qn+1 (z)+
n

2n+1
Qn−1 (z) [23] и вышеуказанное тож-

дество из [22], представим первый интеграл правой части (2.21) в виде

b
∫

a

zQn−1 (z)Qn (z) dz =
n

2n+ 1

b
∫

a

(Qn−1 (z))
2 dz +

+
n+ 1

2 (2n+ 1)2

[

(

Qn+1 (z)Q
(1)
n−1 (z)−Qn−1 (z)Q

(1)
n+1 (z)

) (

1− z2
)

]b

a
.

(2.22)

Подставляя (2.22) в (2.21) и обозначив Qn (z) = (1− z2)
[

(2n−1)(n+1)

2n(2n+1)2

(

Qn+1 (z)×Q(1)
n−1 (z)−

−Qn−1 (z)Q
(1)
n+1 (z)

)

− n−1
n(4n−2)

(

Qn (z)Q
(1)
n−2 (z)−Qn−2 (z)Q

(1)
n (z)

)

]

, приведем (2.20) к виду

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz =

2n− 1

2n+ 1

b
∫

a

(Qn−1 (z))
2 dz + [Qn (z)]

b

a . (2.23)

Проведя аналогичные (2.20)–(2.23) преобразования относительно вычисления интеграла
b
∫

a

(Qn−1 (z))
2 dz, представим выражение (2.23) в виде

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz = [Qn (z)]

b

a +
2n− 1

2n+ 1



[Qn−1 (z)]
b

a +
2n− 3

2n− 1

b
∫

a

(Qn−2 (z))
2 dz



. (2.24)
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Приняв обозначение An,h = 2(n−h+1)−1
2n+1

при рекуррентном продолжении (2.24), опреде-

лим интеграл
b
∫

a

(Qn (z))
2 dz соотношением

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz =

n−2
∑

h=0

An,h [Qn−h (z)]
b

a +An,n−1

b
∫

a

(Q1 (z))
2 dz. (2.25)

Применяя известные из [22] рекуррентные соотношения для многочленов Лежандра и

выражение Q
(1)
n (z) = n

1−z2
[Qn−1 (z)− zQn (z)] при переопределении Qn (z) в виде

Qn (z) =
1

2n

{

(2n− 1) (n+ 1)

(2n+ 1)n

[

(

z2 (2n+ 1) + 1
)

Qn+1 (z)Qn (z)− (n+ 1) z ×

×
[

(Qn+1 (z))
2 + (Qn (z))

2]
]

−
(

z2 (2n+ 1) + 1
)

Qn (z)Qn−1 (z)− nz
[

(Qn (z))
2 +

+ (Qn−1 (z))
2 ]
]

}

,

для (2.19) заметим справедливость тождества

(2n+ 1) Tn−h (z) = An,hQn−h (z) , h = 0, n− 1. (2.26)

Учитывая (2.2), (2.26), сведем (2.25) к виду

b
∫

a

(Qn (z))
2 dz =

1

2n+ 1





n−1
∑

h=0

[Tn−h (z)]
b

a +

b
∫

a

(arcth (z))2 dz



. (2.27)

Свойства дилогарифма Li2 (z) [22] при вычислении интеграла
b
∫

a

(arcth (z))2 dz и выра-

жение (2.27) определяют справедливость (2.18), что и требовалось доказать. �

§ 3. Решение задачи конформного отображения точек многоугольника на единичный
круг

Разложение (2.1) ядра (1.4) интегрального уравнения (1.3) и результаты лемм 1, 2 позво-

ляют задать приближенно-аналитическое решение задачи Шварца (1.1) при введении сле-

дующих представлений. Пусть неизвестная комплексная функция плотности σj (t) в инте-

гральном уравнении (1.3) определяется выражением

σj (t) = ζ−1
j (t)−

N−1
∑

k=0

∞
∑

n=0

Sk,n

√
2n+ 1λj,kn (t) , (3.1)

где

Sk,n =
√
2n+ 1

1
∫

0

σk (s)Ln (2s− 1) ds. (3.2)

Тогда с учетом заданного разложения (2.1) ядра Kj,k (t, s) при подстановке (3.1) в (1.3)

в силу ортогональности функций Ln (2s− 1) на s ∈ [0, 1], независимости σj (t), σj+1 (t) для

j ∈
{

0, N − 1
}

и их гладкости всюду на Γj , Γj+1 соответственно, кроме угловых точек [16],
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сведем (1.3) к системе линейных уравнений (E+T) ~S = ~U . Решение ~S = (E+T)−1 ~U
последнего позволяет определить неизвестную комплексную функцию плотности σj (t) по

правилу (3.1). В заданных обозначениях ~S — блочный вектор размера Ñ = N · M , со-

ставленный из элементов Sj,n; E — единичная матрица Ñ × Ñ ; ~U — блочный вектор,

составленный из элементов Uj,n =
√
2n+ 1

1
∫

0

ζ−1
j (t)Ln (2t− 1) dt, которые учитывая па-

раметризацию Γ и тождество [22] Qn (z) =
1
2

1
∫

−1

Ln(t)
z−t

dt при замене переменных могут быть

вычислены по правилу Uj,n = −2
√
2n+1
ej

Qn

(

−2
Pj

ej
− 1

)

; T — блочная матрица, составленная

из элементов T̃ j,k
m,n =

√
2n+ 1

√
2m+ 1T j,k

m,n, которые при отсутствии особенностей вычис-

ления
1
∫

0

λj,km (t)Ln (2t− 1) dt (условия j 6= k, j + 1 6= k и j 6= k + 1) с учетом (2.12) могут

быть определены по правилу:

T j,k
m,n =















0, j = k,

1
π

n+1
∑

µ=1

(−1)µ





L
(µ−1)
n (1) Im

[(

ek
ej

)µ

Q
(−µ)
m

(

2
ej+Rj,k

ek
− 1

)]

−
− L

(µ−1)
n (−1) Im

[(

ek
ej

)µ

Q
(−µ)
m

(

2Rj,k

ek
− 1

)]



, j 6= k.

Для случаев наличия особенностей вычисления
1
∫

0

λj,km (t)Ln (t) dt:

1) j 6= k, j + 1 6= k и j = k + 1

T j,k
m,n =















0, j = k,

1
π

n+1
∑

µ=1

(−1)µ





L
(µ−1)
n (1) Im

[(

ek
ej

)µ

Q
(−µ)
m

(

2
ej+Rj,k

ek
− 1

)]

−
− L

(µ−1)
n (−1) Im

[(

ek
ej

)µ

A
(−µ)
m

]



, j 6= k;

2) j 6= k, j + 1 = k и j 6= k + 1

T j,k
m,n =















0, j = k,

1
π

n+1
∑

µ=1

(−1)µ





L
(µ−1)
n (1) Im

[(

ek
ej

)µ

A
(−µ)
m

]

− L
(µ−1)
n (−1)×

× Im
[(

ek
ej

)µ

Q
(−µ)
m

(

2Rj,k

ek
− 1

)]



, j 6= k,

где A
(−µ)
m задается с учетом (2.10)–(2.12) и правила (2.13) по следующему рекуррентному

правилу:

A
(0)
0 = 2 ln (2)− i

π

2
, A

(0)
1 = 2 ln (2)− i

π

2
− 1, A(0)

m =
2m− 1

m
A

(0)
m−1 −

m− 1

m
A

(0)
m−2;

A
(−1)
0 = ln (2) , A

(−2)
0 = ln (2)− 1

2
, A

(−µ)
0 =

2 (1− µ)A
(−µ+1)
0

µ (1− µ)
− 1

µ! (µ− 1)
;

A
(−1)
1 = −1

2
, A

(−2)
1 = − ln (2)

3
− 1

18
, A(−µ)

m =
1

2m+ 1

(

A
(−µ+1)
m+1 − A

(−µ+1)
m−1

)

.

Перепишем уравнение (1.3) в операторной форме:

~σ +K~σ = ~ǫ, (3.3)
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где ~σ = (σj)N ; ~ǫ =
(

ζ−1
j

)

N
; K = (Kj,k)N×N

— матричный оператор; K~σ =

(

N−1
∑

k=0

K0,kσk; . . . ;

. . . ;
N−1
∑

k=0

KN−1,kσk

)

; (Kj,kσk) (t) ≡
1
∫

0

Kj,k (t, s) σk (s) ds — линейный ограниченный оператор

на пространстве функций из C ([0, 1]) [16].

При введении в рассмотрение линейного ограниченного оператора

(

KM
j,kσk

)

(t) ≡
M
∑

n=0

(2n+ 1)λj,kn (t)

1
∫

0

Ln (s) σk (2s− 1) ds

по аналогии с (3.3) и учетом (3.1), (3.2) определим уравнение

~σM +KM~σM = ~ǫ, (3.4)

где ~σM = (σj,M)
N

обозначает приближение комплексной функции плотности ~σ соотноше-

нием (3.1) при замене бесконечной суммы по индексу n конечной с ограничением числа

слагаемых до M .

Также для (1.2), (3.5) и с учетом обозначений из (3.8) введем в рассмотрение операторы

(H~σ) (z) ≡
N−1
∑

j=0

1
∫

0

σj (t)Hj (t, z) dt,

(

HM~σM
)

(z) ≡ −2
N−1
∑

j=0

M
∑

n=0

(2n+ 1)Qn

(

2
z − Pj

ej
− 1

)

×
1

∫

0

Ln (2t− 1) σj,M (t) dt.

При определении оценок приближения векторной функции ~ϕ будем использовать нормы

в пространствах C ([0, 1]) и L2 ([0, 1]) [25]:

‖~ϕ ‖C = max
t∈[0,1]

j∈{0,N−1}
|ϕj (t)|; ‖~ϕ ‖L2

=

√

√

√

√

√

N−1
∑

j=0

1
∫

0

(ϕj (t))
2 dt.

Теорема 2. ∃M̃ ∈ N : ∀M > M̃ решение

f̃M (z) = C̃1 −
C̃0

πi

N−1
∑

j=0

M
∑

n=0

√
2n+ 1Qn

(

2
z − Pj

ej
− 1

)

Sj,n (3.5)

задачи Шварца (1.1) существует и единственно, при этом справедливы оценки

∥

∥

∥f − f̃M

∥

∥

∥

C
6 const max

j=0,N−1

{

2̟−1
j |ej|2 (4π − αj)

∣

∣Pj |ej|2 − ejRe
(

ejPj

)∣

∣

}

(

1

M + 0.5
+

1

M + 1.5

)

; (3.6)

∥

∥

∥f − f̃M

∥

∥

∥

L2

6

const

√

N−1
∑

j=0

ϑjM2−M

(2M + 1)
√
2M + 3

, (3.7)

где const — положительна и не зависит от M .
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В выражениях (3.5)–(3.7) приняты обозначения: ̟j = min
{

Θj, π (π + |π − αj|)−1}
;

Θj =

{

|sinαj| , αj ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π) ,

1, αj ∈ [π/2, π) ∪ (π, 3π/2] ,
[26]; αj — внутренний угол Ω при вершине Pj;

ϑj =

arctg

[

|ej |2+Re(ejPj)
√

|ej |2|Pj |2−Re(ejPj)
2

]

− arctg

[

Re(ejPj)
√

|ej |2|Pj |2−Re(ejPj)
2

]

√

|ej|2 |Pj|2 − Re
(

ejPj

)2
;

C̃1 = C̃0C1;

C1 =
1

πi

N−1
∑

j=0

M
∑

n=0

[√
2n+ 1× Sj,nQn

(

−2
Pj

ej
− 1

)

]

;

C̃0 =

∣

∣

∣

∣

C1 −
1

πi

N−1
∑

j=0

M
∑

n=0

√
2n+ 1Qn

(

2
ζk (0, 5)− Pj

ej
− 1

)

Sj,n

∣

∣

∣

∣

−1

при k ∈
{

0, N − 1
}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя результаты [16], аналогично (2.1) определим разло-

жение подынтегрального выражения
ej

ζj(t)−z
из (1.2) в виде:

Hj (t, z) =
ej

ζj (t)− z
= −2

∞
∑

n=0

(2n+ 1)Qn

(

2
z − Pj

ej
− 1

)

Ln (2t− 1) . (3.8)

Подставив (3.8) в (1.2), получим

f (z) = −C̃0

πi

N−1
∑

j=0

∞
∑

n=0

(2n+ 1)Qn

(

2
z − Pj

ej
− 1

)

1
∫

0

Ln (2t− 1) σj (t) dt+ C̃1. (3.9)

Далее, подставив (3.2) в (3.9), определим справедливость (3.5) для случая M → ∞.

Из форм представления операторов H, K следует наличие обратного оператора (I +K)−1
,

обеспечивающего разрешимость уравнения (3.3) в виде ~σ = (I +K)−1~ǫ. Для формиро-

вания оценок приближенно-аналитического решения (3.5) задачи Шварца (1.1) в C ([0, 1])
и L2 ([0, 1]) по аналогии с [16] функцию ~σ представим в виде ~σ = ρ~ς , где ~ς — новая иско-

мая функция в (3.3), а ρ = ρ (t) = 2
√
t− t2 — весовая функция [16]. Используя введенные

представления и неравенство Коши–Буняковского [25] определим оценку в C ([0, 1]):
∥

∥

∥f − f̃M

∥

∥

∥

C
6

∥

∥H~σ −H~σM +H~σM −HM~σM
∥

∥

C
6

6 ‖ρH‖C ‖~ς − ~ςM‖C + ‖~ςM‖C
∥

∥ρ
(

H−HM
)∥

∥

C
.

(3.10)

Принимая во внимание (2.1), (2.10)–(2.12), (3.5), (3.1), результаты [16] и параметриза-

цию Γ, определим соотношения

‖ρH‖C 6 max
z∈Ω

N−1
∑

j=0

1
∫

0

∣

∣

∣

ej2
√
t−t2

ζj(t)−z

∣

∣

∣
dt 6 4π − min

j=0,N−1
{αj} ; (3.11)

‖~ςM‖C =
∥

∥

∥

[

ρ
(

I +KM
)]−1

~ǫ
∥

∥

∥

C
6

∥

∥

∥

[

ρ
(

I +KM
)]−1

∥

∥

∥

C
max
t∈[0,1]

j=0,N−1

{∣

∣

∣ζ−1
j (t)

∣

∣

∣

}

=

=
∥

∥

∥

[

ρ
(

I +KM
)]−1

∥

∥

∥

C
max

j=0,N−1

{

2|ej |2

|Pj |ej |2−ejRe(ejPj)|

}

=

= const max
j=0,N−1

{

2̟−1
j |ej |2

|Pj |ej |2−ejRe(ejPj)|

}

;

(3.12)
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∥

∥ρ
(

H−HM
)∥

∥

C
6 max

z∈Ω

N−1
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

ρ (t)×

×
[

2
M
∑

n=0

(2n+ 1)Qn

(

2
z − Pj

ej
− 1

)

Ln (2t− 1) +
ej

ζj (t)− z

]

dt

∣

∣

∣

∣

.

(3.13)

Используя замену переменных t = τ+1
2

, νj = 2
z−Pj

ej
−1 при обозначении ρ̃ (τ) = ρ

(

τ+1
2

)

=

=
√
1− τ 2 с учетом формулы Кристоффеля [23], приведем (3.13) к виду

∥

∥ρ
(

H−HM
)∥

∥

C
6 max

z∈Ω

N−1
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

1
∫

−1

ρ̃ (τ)

[

1
νj−τ

−
M
∑

n=0

(2n+ 1)Qn (νj)Ln (τ)

]

dτ

∣

∣

∣

∣

=

= (M + 1)max
z∈Ω

N−1
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

1
∫

−1

ρ̃(τ)
νj−τ

[QM (νj)LM+1 (τ)−QM+1 (νj)LM (τ)] dτ

∣

∣

∣

∣

6

6 (M + 1)
N−1
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lim
ν→−1

QM (ν)
1
∫

−1

√

1−τ
1+τ

LM+1 (τ) dτ −

− lim
ν→−1

QM+1 (ν)
1
∫

−1

√

1−τ
1+τ

LM (τ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(3.14)

Учитывая правило выражения сдвинутого на интервал ортогональности [0, 1] многочле-

на Лежандра первого рода L̃M (t) через сумму [22] L̃M (t) = (−1)M
M
∑

n=0

(

M

n

)(

M+n

n

)

(−t)n

(τ = 2t− 1), свойства гамма-функции и обобщенной гипергеометрической функции [22],

вычислим интеграл из (3.14) соотношением

1
∫

−1

√

1− τ

1 + τ
LM (τ) dτ =

√
π

M
∑

n=0

(−1)M+n (M + n)!Γ (n+ 1/2)

(n+ 1)! (n!)2 (M − n)!
=

= (−1)M π 3F2

(

1

2
,−M,M + 1; 1, 2; 1

)

.

(3.15)

Из (3.14), (3.15), тождества [22]

lim
ν→−1

QM (ν) =
−∞

[

cos
(

Mπ
2

)

Γ
(−M

2

)

Γ
(

2+M
2

)

+ sin
(

Mπ
2

)

Γ
(

1−M
2

)

Γ
(

1+M
2

)]

Γ
(

1−M
2

)

Γ
(−M

2

)

Γ
(

1+M
2

)

Γ
(

2+M
2

) ,

свойств гипергеометрических функций с учетом теоремы Заальшютца [22] и свойства сим-

вола Похгаммера (−x)n = (−1)n(x−n+1)n окончательно сформируем оценку (3.13) в виде

∥

∥ρ
(

H−HM
)∥

∥

C
6 const (M + 1)

[

3F2

(

1
2
,−M,M + 1; 1, 2; 1

)

−
− 3F2

(

1
2
,−M − 1,M + 2; 1, 2; 1

)

]

=

= const (M + 1)2 3F2

(

3

2
,−M,M + 2; 3, 2; 1

)

6

6 const (M + 1)2 3F2

(

3

2
,−M,M + 2; 2,

5

2
; 1

)

=

= const (M + 1)2
(0.5)M (−M)M

(2)M (−M − 1.5)M
= const (M + 1)

Γ (M + 0.5)

Γ (M + 2.5)
=

=
const

2

(

1

M + 0.5
+

1

M + 1.5

)

.

(3.16)
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Следуя [16, 25] при выполнении неравенства
∥

∥[ρ (I +K)]−1
∥

∥

∥

∥ρ
(

K −KM
)∥

∥

C
< 1 (здесь

∥

∥[ρ (I +K)]−1
∥

∥ 6 max
j∈{0,N−1}

{

const̟−1
j

}

[16]) с учетом неравенства Коши–Буняковского

и выражения (3.12), определим оценку:

‖~ς − ~ςM‖C 6 max
t∈[0,1]

j=0,N−1

{∣

∣

∣ζ−1
j (t)

∣

∣

∣

} ∥

∥

∥[ρ (I +K)]−1 −
[

ρ
(

I +KM
)]−1

∥

∥

∥

C
6

6 max
j=0,N−1

{

2 |ej|2
∣

∣Pj |ej|2 − ejRe
(

ejPj

)∣

∣

}

‖ρ∆K‖C
∥

∥[ρ (I +K)]−1
∥

∥

2

C

1−
∥

∥[ρ (I +K)]−1
∥

∥

C
‖ρ∆K‖C

,

(3.17)

где ∆K = K −KM .

Принимая во внимание соотношения (1.4), (3.8) и предшествующие результаты, полу-

ченные в ходе преобразований (3.10)–(3.16), окончательно определим справедливость оцен-

ки (3.6), что и требовалось доказать относительно полиномиальной сходимости в C ([0, 1])
решения (3.5) задачи Шварца (1.1).

Следуя аналогичным (3.10) представлениям при определении (3.11)–(3.17) с учетом ре-

зультатов [16, 26], зададим следующие оценки в L2 ([0, 1]):
∥

∥

∥
f − f̃M

∥

∥

∥

L2

6 ‖ρH‖L2
‖~ς − ~ςM‖L2

+ ‖~ςM‖L2

∥

∥ρ
(

H−HM
)∥

∥

L2
; (3.18)

‖ρH‖L2
6 0.5π2; (3.19)

‖~ςM‖L2
6 const

√

√

√

√

N−1
∑

j=0

ϑj; (3.20)

‖~ς − ~ςM‖L2
6 const

√

√

√

√

N−1
∑

j=0

ϑj

‖ρ∆K‖L2

∥

∥[ρ (I +K)]−1
∥

∥

2

L2

1−
∥

∥[ρ (I +K)]−1
∥

∥

L2
‖ρ∆K‖L2

. (3.21)

Принимая аналогичную (3.14) замену переменных с учетом формулы Кристоффеля [23],

неравенства Коши–Буняковского, свойств ортогональных многочленов, результатов лем-

мы 2, тождества [22] для многочлена Лежандра второго рода

Q̃n (z) =
Γ (n+ 1) Γ

(

1
2

)

2n+1Γ
(

n+ 3
2

) z−n−1
2F1

(

n+ 2

2
,
n+ 1

2
;
n+ 3

2
;
1

z2

)

,

гамма-функции Γ (n) Γ
(

n+ 1
2

)

= 21−2n
√
πΓ (2n) и формулы Стирлинга n! ≈

√
2πn

(

n
e

)n
,

сформируем следующую оценку для ρ
(

H−HM
)

в L2 ([0, 1]):

∥

∥ρ
(

H−HM
)∥

∥

2

L2
6

6

N−1
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ej
2

∫

Ω\Γ

1
∫

−1

ρ̃2 (τ)

(

M + 1

νj − τ

)2

[QM (νj)LM+1 (τ)−QM+1 (νj)LM (τ)]2 dτdνj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6 const

N−1
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ej
2

∫

Ω\Γ

1
∫

−1

ρ̃2 (τ)

(

M + 1

νj − τ

)2

dτdνj

∫

Ω\Γ

[

(QM (νj))
2

2M + 3
+

(QM+1 (νj))
2

2M + 1

]

dνj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
constM2−M

(2M + 1)
√
2M + 3

; (3.22)
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С учетом заданных аналогичных [16] представлений (3.18)–(3.22) и соотношений (1.4),

(3.9) окончательно определим справедливость оценки (3.7), что и требовалось доказать от-

носительно экспоненциальной сходимости в L2 ([0, 1]) решения (3.5) задачи Шварца (1.1). �

§ 4. Апостериорная оценка точности метода и тестовые примеры

Результаты оценок (3.6), (3.7) свидетельствуют о предпочтительности предложенного

приближенно-аналитического решения (3.5) задачи Шварца (1.1) в сравнении с извест-

ными [15] (численные методы из [15] и метод квадратур со сглаживанием [26]), обес-

печивая высокую точность при небольших M . Для наглядной демонстрации преиму-

ществ приближенно-аналитического решения (3.5) проведем дополнительную апостери-

орную оценку точности относительно вычислений ~σ и w = f (z) для областей простой

(правильный многоугольник) и сложной (вогнутый многоугольник) форм с использовани-

ем САПР MathCad. В качестве области простой формы выбран правильный треугольник

с вершинами P0 = 5; P1 = −2.5 + 5
√
3

2
i; P2 = −2.5− 5

√
3

2
i.

На рис. 1 приведены сравнительные результаты расчета модуля комплексной функ-

ций плотности
∣

∣σM
j (t)

∣

∣ на ребрах треугольника при приближенном решении интегрального

уравнения (1.3) разработанным методом и методом квадратур для различных порядков ап-

проксимации M и зависимость среднего отклонения ошибки

δ =

√

√

√

√

√

N−1
∑

j=0

1
∫

0

∣

∣σj (t)− σM
j (t)

∣

∣

2
dt

численного расчета σj (t) от M .

На рис. 2 приведены примеры решения задачи по правилу (3.5) конформного отобра-

жения внутренних точек треугольника Ω на единичный круг и сравнительная зависимость

среднего отклонения ошибки

δ̃ =

√

√

√

√

∫

Ω

∣

∣

∣f (z)− f̃M (z)
∣

∣

∣

2

dz

численного расчета f (z) от M .

На рис. 3 приведены решения задачи конформного отображения для вогнутого девятна-

дцатиугольника на B1 по правилу (3.5) при различных значениях M .

На рис. 4 приведены решения задачи конформного отображения для вогнутого двадца-

тичетырехугольника на B1 по правилу (3.5) при различных значениях M .

Заключение

Полученное соотношение (3.5) позволяет с полиномиальной (3.6) в C ([0, 1]) и экспо-

ненциальной (3.7) в L2 ([0, 1]) скоростями сходимости формировать приближенно-аналити-

ческое решение задачи Шварца (1.1) — конформного отображения внутренних точек произ-

вольного многоугольника Ω на единичный круг B1. Оценка (3.6) определяет наибольшую

погрешность решения (3.5) задачи (1.1) вблизи j-х угловых точек Ω при условиях: макси-

мального отклонения внутреннего угла αj при вершине Pj от π; минимального удаления от

начала координат вершины Pj; максимального различия длин ребер ej−1 и ej , содержащих

вершину Pj . Оценка (3.7) определяет наибольшую погрешность решения (3.5) задачи (1.1)

в случае максимального отличия границы Γ многоугольника Ω от окружности. Результаты
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∣ на ребрах треугольника для M = 3 (а), M = 6 (б), M = 9 (в), и зави-

симость δ от M (г) при сравнении результатов в отношении точного (A), существующих (B)

и предложенного (C) решений
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Рис. 2. Конформное отображение Ω (a) по правилу (3.5) на B1 для M = 3 (в), M = 6 (г),

M = 9 (д) и зависимость δ̃ от M (б) при сравнении результатов в отношении существую-

щих (B) и предложенного (C) решений
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Рис. 3. Пример расчета f̃M (z) для вогнутого девятнадцатиугольника (а) при M = 4 (б),

M = 8 (в)
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Рис. 4. Пример расчета f̃M (z) для вогнутого двадцатичетырехугольника (а) при M = 4 (б),

M = 8 (в)

моделирования (рис. 1–4) при получении апостериорных оценок подтверждают справед-

ливость (3.5)–(3.7) и свидетельствуют о предпочтительности предложенного приближенно-

аналитического решения задачи (1.1) в сравнении с известными [15]. Высокая точность

предложенного приближенно-аналитического решения (3.5) обеспечивается при небольших

значениях M ∈ [8; 14] (см. рис. 3, 4). Заданное правило (2.12) с учетом рекуррентных пред-

ставлений (2.4), (2.6), (2.8), (2.10), (2.11), (2.13) в сравнении с [16] позволяют обеспечить

высокую вычислительную устойчивость итогового решения (3.5).
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In the article, an approximate analytical solution of the problem of conformal mapping of internal points

of an arbitrary polygon to a unit circle is developed. At the preliminary stage, the conformal mapping

problem is formulated as a boundary value problem (Schwartz problem). The latter is reduced to the

solution of the Fredholm integral equation of the second kind with a Cauchy-type kernel with respect to

an unknown complex density function at the boundary domain, followed by the calculation of the Cauchy

integral. The developed approximate analytical solution is based on the Cauchy kernel decomposition in

the Legendre polynomial system of the first and second kind. A priori and a posteriori estimates of the

convergence and accuracy of the given solution are fulfilled. The exponential convergence of the solution

in L2 ([0, 1]) and the polynomial one in C ([0, 1]) are defined. Calculations on test examples are given

for a visual comparison of the effectiveness of the developed solution.
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