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О РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА С МНОЖЕСТВЕННОЙ ИНВОЛЮЦИЕЙ

В пространстве R
l, l > 2, рассматриваются преобразования типа инволюции. Исследуются свой-

ства матриц этих преобразований. Определена структура рассматриваемой матрицы и доказано, что

матрица этих преобразований определяется элементами первой строки. Доказана также симметрич-

ность исследуемой матрицы. Кроме того, в явном виде найдены собственные векторы и собственные

значения рассматриваемой матрицы. Найдена также обратная матрица и доказано, что обратная мат-

рица имеет такую же структуру, как и основная матрица. В качестве приложений рассматриваемых

преобразований введены и изучены свойства нелокального аналога оператора Лапласа. Для соответ-

ствующего нелокального уравнения Пуассона в единичном шаре исследованы вопросы разрешимо-

сти краевых задач Дирихле и Неймана. Доказана теорема об однозначной разрешимости задачи Ди-

рихле, построены явный вид функции Грина и интегральное представление решения, а также найден

порядок гладкости решения задачи в классе Гёльдера. Найдены также необходимые и достаточные

условия разрешимости задачи Неймана, явный вид функции Грина и интегральное представление.
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§ 1. Введение

Дифференциальные уравнения, в которых наряду с искомой функцией u(t) присутствует

значение u(S(t)), где S2(t) = t, называются уравнениями со сдвигами Карлемана [1] или

уравнениями с инволюцией. Теория уравнений с инволютивно преобразованными аргумен-

тами и их приложения подробно описаны в монографиях [2–4]. К настоящему моменту

для дифференциальных уравнений с различными видами инволюции достаточно хорошо

изучены корректность краевых и начально-краевых задач, качественные свойства решений

и спектральные вопросы [5–17]. Помимо этого для классических уравнений можно иссле-

довать нелокальные краевые задачи типа Бицадзе–Самарского, в которых значения искомой

функции u(x) на границе области связаны со значениями u(Sx) [18–20].

Перейдем к постановке задач, исследуемых в настоящей работе. Пусть Ω — единичный

шар в Rl, l > 2, а ∂Ω — единичная сфера и S1, . . . , Sn — набор действительных симмет-

ричных коммутативных матриц (SiSj = SjSi) таких, что S2
i = E. Отметим, что поскольку

|x|2 = (Si
2x, x) = (Six, Six) = |Six|

2, то x ∈ Ω ⇒ Six ∈ Ω и x ∈ ∂Ω ⇒ Six ∈ ∂Ω. Например,

матрица Si может быть матрицей следующего линейного отображения

Six = (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xl).

Пусть a0, a1, a2, a3, . . . , a2n−1 — некоторый набор действительных чисел. Если ввести

запись индекса суммирования i в двоичной системе счисления (in . . . i1)2 ≡ i, где ik = 0, 1
при k = 1, . . . , n, то будем записывать эти коэффициенты также в виде a(0...00)2 , a(0...01)2 ,

a(0...11)2 , . . . , a(1...11)2 .

https://doi.org/10.35634/vm210409
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Введем дифференциальный оператор

Lnu ≡

2n−1
∑

i=0

ai∆u(Sin
n . . . Si1

1 x).

Рассмотрим следующие задачи.

Задача Дирихле. Найти функцию u(x) ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄), удовлетворяющую следующим

условиям:

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (1.1)

u(x) = g0(x), x ∈ ∂Ω. (1.2)

Задача Неймана. Найти функцию u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), удовлетворяющую уравне-

нию (1.1) и граничному условию

∂u(x)

∂ν
= g1(x), x ∈ ∂Ω, (1.3)

где ν — вектор внешней нормали к единичной сфере ∂Ω.

§ 2. Некоторые вспомогательные утверждения

В этом параграфе приведем некоторые вспомогательные утверждения, которыми мы

в дальнейшем будем пользоваться. Введем функцию

v(x) =

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

aiu(S
in
n . . . Si1

1 x), (2.1)

где суммирование происходит по возрастанию индекса i. Из этого равенства нетрудно за-

ключить, что функции вида v(Sjn
n . . . S

j1
1 x) при j = 0, . . . , 2n − 1 могут быть линейно выра-

жены через функции u(Sin
n . . . Si1

1 x). Если рассмотреть следующие вектора

U(x) =
(

u(x), . . . , u(Sin
n . . . Si1

1 x), . . . , u(S
1
n . . . S

1
1x)
)T
,

V (x) =
(

v(x), . . . , v(Sjn
n . . . S

j1
1 x), . . . , v(S1

n . . . S
1
1x)
)T

порядка 2n, то эта зависимость может быть выражена в матричном виде

V (x) = AnU(x), (2.2)

где An = (ai,j)i,j=0,...,2n−1 — матрица порядка 2n × 2n.

Теорема 1. Матрица An из равенства (2.2) имеет вид

An = (ai,j)i,j=0,...,2n−1 = (ai⊕j)i,j=0,...,2n−1, (2.3)

где суммирование в нижнем индексе коэффициентов матрицы An понимается в следующем

смысле: i⊕j ≡ (i)2⊕(j)2 = ((in + jn mod 2) . . . (i1 + j1 mod 2))2, (i)2 = (in . . . i1)2 — запись

индекса i в двоичной системе счисления. Линейная комбинация матриц вида (2.3) есть

матрица вида (2.3).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n = 1, тогда имеем A1 =

(

a0⊕0 a0⊕1

a1⊕0 a1⊕1

)

=

(

a0 a1
a1 a0

)

, а если

n = 2, то получаем

A2 =









a(00)2⊕(00)2
a(00)2⊕(01)2

a(00)2⊕(10)2
a(00)2⊕(11)2

a(01)2⊕(00)2
a(01)2⊕(01)2

a(01)2⊕(10)2
a(01)2⊕(11)2

a(10)2⊕(00)2
a(10)2⊕(01)2

a(10)2⊕(10)2
a(10)2⊕(11)2

a(11)2⊕(00)2
a(11)2⊕(01)2

a(11)2⊕(10)2
a(11)2⊕(11)2









=









a0 a1 a2 a3
a1 a0 a3 a2
a2 a3 a0 a1
a3 a2 a1 a0









.

Рассмотрим функцию v(Sin
n . . . Si1

1 x), у которой коэффициенты при u(Sjn
n . . . S

j1
1 ) составля-

ют i ≡ (in . . . i1)2-ю строку матрицы An:

v(Sin
n . . . Si1

1 x) =

2n−1=(1...1)2
∑

j≡(jn...j1)2=0

a(jn...j1)2u(S
jn
n . . . S

j1
1 Sin

n . . . Si1
1 x) =

=

(1...1)2
∑

j≡(jn...j1)2=0

a(jn...j1)2u(S
jn+in mod 2
n . . . S

j1+i1 mod 2
1 x). (2.4)

Здесь были учтены следующие свойства матриц S1, . . . , Sn: S2
j x = x и SjSix = SiSjx.

Сделаем замену индекса i⊕ j = l. Тогда l ⊕ i = i⊕ j ⊕ i = j, и соответствие j ∼ l взаимно

однозначно. Замена индекса j → l только изменит порядок суммирования в сумме (2.4).

После замены индекса будем иметь

v(Sin
n . . . Si1

1 x) =

(1...1)2
∑

l=0

a(in+ln mod 2...i1+l1 mod 2)2
u(Sln

n . . . Sl1
1 x),

откуда получаем ai,l = a(in+ln mod 2...i1+l1 mod 2)2
= ai⊕l. Ясно, что если α, β — const, то

α(ai⊕j)i,j=0,...,2n−1 + β(bi⊕j)i,j=0,...,2n−1 = (αai⊕j + βbi⊕j)i,j=0,...,2n−1. Теорема доказана. �

Следствие 1. Матрица An однозначно определяется элементами первой строки, т. е.

(a0, a1, . . . , a2n−1).

Следствие 2. Матрица An обладает симметрией

(ai,j)i,j=0,...,2n−1 = (aj,i)i,j=0,...,2n−1

и может быть записана в виде

An =

(

An−1(a0, . . . , a2n−1−1) An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1)
An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1) An−1(a0, . . . , a2n−1−1)

)

,

или более общо в виде матрицы An−m, состоящей из матриц Am :

An = An−m

(

A
(0...0)2
m , . . . , A

(kn...km+1)2
m , . . . , A

(1...1)2
m

)

,

где A
(kn...km+1)2
m (a(kn...km+10...0)2

, . . . , a(kn...km+11...1)2
) — матрица вида (2.3) порядка 2m.

Легко доказывается следующее утверждение.

Теорема 2. Умножение матриц вида (2.3) коммутативно. Произведение матриц вида

(2.3) есть опять матрица вида (2.3).
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Теорема 3. Собственные вектора матрицы An(a0, . . . , a2n−1) можно выбрать в виде

a
k
n =

(

a
k
n−1,±a

k
n−1

)T
, k = 0, . . . , 2n−1 − 1,

где a
k
n−1 — собственный вектор матрицы An−1(a0, . . . , a2n−1−1), k = 0, . . . , 2n−1−1, причем

при n = 1 имеем a
0
1 = (1, 1)T, a1

1 = (1,−1)T. Собственные вектора матрицы An ортого-

нальны. Собственные числа матрицы An имеют вид

µk,±
n = µk

n−1 ± µ̂k
n−1, k = 0, . . . , 2n−1 − 1,

где µk
n−1 и µ̂k

n−1 являются собственными числами матриц An−1(a0, . . . , a2n−1−1) и Ân−1 =
= An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1), отвечающих собственному вектору a

k
n−1 соответственно, при-

чем µ0
1 = a0 + a1, µ

1
1 = a0 − a1.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по n. Предположим, что собственные век-

тора матрицы An(a0, . . . , a2n−1) не зависят от чисел a0, . . . , a2n−1. При n = 1 очевидно, что

собственные вектора матрицы A1(a0, a1) можно выбрать в виде a
+
1 = (1, 1)T, a−

1 = (1,−1)T,
а собственные числа, им соответствующие, имеют вид µ+

1 = a0 + a1, µ
−
1 = a0 − a1. Для

матрицы

A2 =









a0 a1 a2 a3
a1 a0 a3 a2
a2 a3 a0 a1
a3 a2 a1 a0









=

(

A1(a0, a1) A1(a2, a3)
A1(a2, a3) A1(a0, a1)

)

собственные вектора имеют вид

a
(+,+)
2 = (a+

1 , a
+
1 )

T, a
(−,+)
2 = (a−

1 , a
−
1 )

T, a
(+,−)
2 = (a+

1 ,−a
+
1 )

T, a
(−,−)2
2 = (a−

1 ,−a
−
1 )

T,

или кратко a
(±1,±2)
2 = (a±1

1 ,±2a
±1
1 )T. Знаки + и − в выражениях ±1 и ±2 принимаются

независимо друг от друга. Действительно, верны равенства

A2a
(±1,±2)
2 =

(

A1(a0, a1) A1(a2, a3)
A1(a2, a3) A1(a0, a1)

)(

a
±1
1

±2a
±1
1

)

=

(

A1(a0, a1)a
±1
1 ±2A1(a2, a3)a

±1
1

A1(a2, a3)a
±1
1 ±2A1(a0, a1)a

±1
1

)

=

=

(

(a0±1a1)a
±1
1 ±2(a2±1a3)a

±1
1

(a2±1a3)a
±1
1 ±2(a0±1a1)a

±1
1

)

=
(

a0±1a1±2(a2±1a3)
)

(

a
±1
1

±2a
±1
1

)

=

=
(

a0±1a1±2(a2±1a3)
)

a
(±1,±2)
2 ,

а значит,
(

a
±1
1 ,±2a

±1
1

)T
— собственные вектора при четырех различных комбинациях зна-

ков ±1 и ±2. Видно, что собственные вектора a
(±1,±2)
2 = (1,±11,±21,±2±11)

T
матри-

цы A2(a0, a1, a2, a3) не зависят от чисел {ak}. Далее, предполагая, что собственные век-

тора a
0
n−1, . . . , a

2n−1−1
n−1 матрицы An−1(a0, . . . , a2n−1−1) не зависят от ее коэффициентов, дока-

жем, что это свойство верно и для матрицы An(a0, . . . , a2n−1).

Пусть µ0
n−1, . . . , µ

2n−1−1
n−1 — собственные числа, соответствующие указанным выше соб-

ственным векторам матрицы An−1(a0, . . . , a2n−1−1), не зависящим от ее коэффициентов, то-

гда вектора вида a
k
n =

(

a
k
n−1,±a

k
n−1

)T
, где k = 0, . . . , 2n−1 − 1, являются собственными

векторами матрицы An(a0, . . . , a2n−1). Действительно, имеем

Ana
k
n = An

(

a
k
n−1

±a
k
n−1

)

=

(

An−1(a0, . . . , a2n−1−1) An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1)
An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1) An−1(a0, . . . , a2n−1−1)

)(

a
k
n−1

±a
k
n−1

)

=

=

(

An−1(a0, . . . , a2n−1−1)a
k
n−1 ± An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1)a

k
n−1

An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1)a
k
n−1 ± An−1(a0, . . . , a2n−1−1)a

k
n−1

)

=

=

(

µk
n−1a

k
n−1 ± µ̂k

n−1a
k
n−1

µ̂k
n−1a

k
n−1 ± µk

n−1a
k
n−1

)

=
(

µk
n−1 ± µ̂k

n−1

)

(

a
k
n−1

±a
k
n−1

)

=
(

µk
n−1 ± µ̂k

n−1

)

a
k
n,
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где µ̂k
n−1 — собственное число матрицы An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1), соответствующее собствен-

ному вектору a
k
n−1. Очевидно, что векторов a

k
n =

(

a
k
n−1,±a

k
n−1

)T
будет 2n штук. Поэтому

собственные числа матрицы An(a0, . . . , a2n−1) имеют вид µk,±
n = µk

n−1 ± µ̂k
n−1. Очевидно,

что собственные вектора a
+
1 = (1, 1)T, a−

1 = (1,−1)T матрицы A1(a0, a1) ортогональны. Ес-

ли собственные вектора a
k
n−1, 0 6 k 6 2n−1 − 1, матрицы An−1(a2n−1 , . . . , a2n−1) выбрать

ортогональными, то собственные вектора a
k
n =

(

a
k
n−1,±a

k
n−1

)T
матрицы An(a0, . . . , a2n−1)

тоже ортогональны:

a
k1
n a

k2
n =

(

a
k1
n−1,±a

k1
n−1

)T (

a
k2
n−1,±a

k2
n−1

)T
= a

k1
n−1a

k2
n−1 + a

k1
n−1a

k2
n−1 = 0, k1 6= k2,

и
(

a
k
n−1, a

k
n−1

)T (

a
k
n−1,−a

k
n−1

)T
= 0. Теорема доказана. �

Следствие 3. Пусть k = (kn, . . . , k1)2, ki = 0, 1, тогда собственный вектор матри-

цы An, имеющий номер k, можно записать в виде

a
k
n = (1, (−1)k1 , (−1)k2 , (−1)k2+k1 , (−1)k3 , (−1)k3+k1 , (−1)k3+k2 ,

(−1)k3+k2+k1 , (−1)k4 , . . . , (−1)kn+...+k1)T =
(

(−1)k⊗m
)

=0,...,2n−1
,

где k⊗ i ≡ (kn . . . k1)2⊗ (in . . . i1)2 = knin+ . . .+k1i1 — «скалярное» произведение чисел (k)2
и (i)2. Собственное число, соответствующее собственному вектору a

(kn...k1)2
n , записыва-

ется в похожем виде

µk
n ≡ µ(kn...k1)2

n =
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗i
ai =

2n−1
∑

i=0

(−1)knin+...+k1i1a(in...i1)2 .

Обозначим операцию взятия присоединенной матрицы к матрице An(a0, . . . , a2n−1), для

удобства изложения, в виде An(a0, . . . , a2n−1). Тогда по определению присоединенной мат-

рицы

An(a0, . . . , a2n−1)An(a0, . . . , a2n−1) = (detAn)E2n .

Теорема 4. Определитель матрицы An (a0, . . . , a2n−1) имеет вид

detAn (a0, . . . , a2n−1) =
2n−1
∏

k=0

(

2n−1
∑

i=0

(−1)knin+...+k1i1a(in...i1)2

)

. (2.5)

Для любого m = 0, . . . , n верно равенство

An (a0, . . . , a2n−1) = (detAn−m)
(

A(0...0)2
m , . . . , A(kn...km+1)2

m , . . . , A(1...1)2
m

)

×

× An−m

(

A(0...0)2
m , . . . , A(kn...km+1)2

m , . . . , A(1...1)2
m

)

, (2.6)

где detAn−m вычисляется для блочной матрицы An−m сначала с числовыми коэффициен-

тами, а затем вместо них подставляются соответствующие матрицы A
(kn...km+1)2
m , и для

результирующей матрицы берется присоединенная матрица. Кроме того, присоединен-

ная матрица An−m строится тоже для числовых коэффициентов, а затем вместо них

подставляются соответствующие матрицы A
(kn...km+1)2
m .

Следствие 4. Матрица An (a0, . . . , a2n−1) является матрицей вида (2.3). Если матрица

A−1
n (a0, . . . , a2n−1) существует, то она тоже имеет вид (2.3).
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Следствие 5. Матрица An (a0, . . . , a2n−1) может быть вычислена по рекуррентной фор-

муле

An (a0, . . . , a2n−1) = (detAn−1)
(

A
(0...0)2
1 , . . . , A

(kn...k2)2
1 , . . . , A

(1...1)2
1

)

×

× An−1

(

A
(0...0)2
1 , . . . , A

(kn...k2)2
1 , . . . , A

(1...1)2
1

)

=

=
2n−1−1
∏

(kn...k2)2=0





2n−1−1
∑

(in...i2)2=0

(−1)knin+...+k2i2A
(in...i2)2
1



×

× An−1 (b0, . . . , b2n−1−1)
∣

∣

b(kn...k2)2
=A

(kn...k2)2
1

,

где обозначено A
(kn...k2)2
1 = A1(a(kn...k20)2 , a(kn...k21)2).

Это равенство следует из (2.6) при m = n− 1 с учетом (2.5) и того, что A1 + B1 = A1 +B1.

§ 3. Единственность решения исследуемых задач

Лемма 1 (см. [13]). Пусть S — ортогональная матрица, тогда оператор ISu(x) = u(Sx)
и оператор Лапласа ∆ коммутируют: ∆ISu(x) = IS∆u(x) на функциях u ∈ C2(Ω). Тогда

оператор Λ =
n
∑

i=1

xiuxi
(x) и оператор IS также коммутируют ΛISu(x) = ISΛu(x) на

функциях u ∈ C1(Ω̄), и верно равенство ∇IS = ISS
T∇.

Следствие 6. Если функция u(x) — гармоническая в Ω, то функция u(Sin
n . . . Si1

1 x) =
= I

S
in
n ...S

i1
1
u(x), а значит, функция v(x) из (2.1), тоже гармоническая в Ω.

Верно и обратное утверждение.

Лемма 2. Пусть функция u ∈ C2(Ω) удовлетворяет однородному уравнению (1.1), и

2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗i
ai 6= 0 при k = 0, . . . , 2n − 1,

тогда функция u(x) является гармонической в области Ω.

Теорема 5. Пусть коэффициенты оператора Ln при k = 0, . . . , 2n − 1 удовлетворяют

условию
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗i
ai 6= 0. Тогда, если решение задач Дирихле и Неймана существуют,

то:

1) решение задачи Дирихле (1.1), (1.2) единственно;

2) решение задачи Неймана (1.1), (1.3) единственно с точностью до постоянного сла-

гаемого.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Докажем, что однородная задача (1.1), (1.2) имеет только

нулевое решение, а значит, решение неоднородной задачи (1.1), (1.2), если оно существует,

то оно единственно. Пусть u(x) — решение однородной задачи (1.1), (1.2). По лемме 2 функ-

ция u(x) является гармонической в области Ω и удовлетворяет однородному условию (1.2).

Следовательно, функция u(x) — решение следующей задачи Дирихле:

∆u(x) = 0, x ∈ Ω; u(x)|∂Ω = 0.
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В силу единственности решения этой задачи Дирихле имеем u(x) ≡ 0 в Ω.

2) Если u(x) — решение однородной задачи (1.1), (1.3), то по лемме 2 функция u(x)
удовлетворяет условиям следующей задачи Неймана:

∆u(x) = 0, x ∈ Ω;
∂u(x)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.

Решением этой задачи является функция u(x) ≡ C. Теорема доказана. �

§ 4. Существование решения задачи Дирихле

В этом параграфе исследуем существование решения задачи Дирихле (1.1), (1.2). Пусть

P (x, y) = 1
ωl

1−|x|2

|x−y|l
— ядро Пуассона, ωl — площадь единичной сферы, G(x, y) — функция

Грина задачи Дирихле, которая представляется в виде (см., например, [21])

G(x, y) =
1

ωl

[

E(x, y)− E

(

x|y|,
y

|y|

)]

, E(x, y) =

{

− ln |x− y|, l = 2,
1

l−2
|x− y|2−l, l > 3.

Теорема 6. Пусть коэффициенты оператора Ln при k = 0, . . . , 2n − 1 удовлетворяют

условию
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗i
ai 6= 0, и f ∈ Cλ(Ω̄), g ∈ Cλ+2(∂Ω), 0 < λ < 1. Тогда решение зада-

чи (1.1), (1.2) существует, единственно, принадлежит классу Cλ+2
(

Ω̄
)

и представляется

в виде

u(x) =

∫

Ω

GS(x, y)f(y) dy +

∫

∂Ω

P (x, y)g(y) dsy, (4.1)

где

GS(x, y) =
2n−1
∑

i=0

biG(Sin
n . . . Si1

1 x, y), (4.2)

а коэффициенты bj , j = 0, . . . , 2n − 1, являются элементами первой строки матрицы,

обратной к матрице An = An(a0, . . . , a2n−1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x) — решение задачи Дирихле (1.1), (1.2). Рассмотрим

функцию

v(x) =

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

aiu(S
in
n . . . Si1

1 x).

Тогда для функции v(x), в силу леммы 1, получаем следующую краевую задачу

∆v(x) = f(x), x ∈ Ω; v(x)|∂Ω =
2n−1
∑

i=0

akg(S
in
n . . . Si1

1 x) ≡ g̃(x). (4.3)

Если g(x) ∈ Cλ(∂Ω), то очевидно, что g̃(x) =
2n−1
∑

i=0

akg(S
in
n . . . Si1

1 x) ∈ Cλ(∂Ω). Известно

(см., например, [21]), что для заданных функций f(x) и g̃(x) =
2n−1
∑

i=0

akgj(S
in
n . . . Si1

1 x) реше-

ние задачи Дирихле (4.3) существует и единственно. Как и в случае равенства (2.1) между
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функциями v(x) и u(x) получаем алгебраическое соотношение вида V (x) = AnU(x). Ес-

ли
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗i
ai 6= 0, то неизвестная функция u(x) однозначно определяется через функ-

цию v(x). Пусть, наоборот, функция v(x) является решением задачи (4.3). Покажем, что

функция u(x), определяемая по формуле

u(x) =

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

biv(S
in
n . . . Si1

1 x),

удовлетворяет всем условиям задачи (1.1), (1.2). Действительно, если f(x) ∈ Cλ(Ω̄),
g(x) ∈ Cλ+2(∂Ω), то будем иметь v(x) ∈ C2+λ(Ω̄). Отсюда получим u(x) ∈ C2+λ(Ω̄). Поэто-

му, согласно лемме 1, имеем в Ω равенство

∆u(x) =
2n−1
∑

j=0

bj∆v(Sjn
n . . . S

j1
1 x) =

2n−1
∑

j=0

bjISjn
n ...S

j1
1
∆v(x) =

2n−1
∑

j=0

bjf(S
jn
n . . . S

j1
1 x).

Обозначим w(x) =
2n−1
∑

j=0

bjf(S
jn
n . . . S

j1
1 x) и рассмотрим следующую функцию û(x) =

=
2n−1
∑

i=0

aiw(S
in
n . . . Si1

1 x). Тогда для векторов

W =
(

w(x), . . . , w(Sin
n . . . Si1

1 x), . . . , w(S
1
n . . . S

1
1x)
)T

,

F =
(

f(x), . . . , f(Sjn
n . . . S

j1
1 x), . . . , f(S1

n . . . S
1
1x)
)T

будем иметь равенства W (x) = BnF (x), Û(x) = AnW (x), а значит, AnW (x) = AnBnF (x) =
= F (x), и поэтому

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

ai∆u(Sin
n . . . Si1

1 x) ≡

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

aiw(S
in
n . . . Si1

1 x) =

= (AnW (x))j=0 = (AnBnF (x))j=0 = F (x)j=0 = f(x).

Таким образом функция, u(x) удовлетворяет уравнению (1.1). Проверим граничное

условие (1.2) рассматриваемой задачи. Учитывая, что

(

G̃(x)
)

j=0
= g̃(x) =

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

aig(S
in
n . . . Si1

1 x) = (AnG(x))j=0,

при x ∈ ∂Ω получим

u(x) =

(1...1)2
∑

i≡(in...i1)2=0

biv(S
in
n . . . Si1

1 x) = (BnV (x))j=0 =
(

BnG̃(x)
)

j=0
= (BnAnG(x))j=0 = g(x).

Значит, граничное условие (1.2) для функции u(x) выполнено. Далее, для решения за-

дачи Дирихле (4.3) имеет место представление [21]

v(x) =

∫

Ω

G(x, y)f(y) dy +

∫

∂Ω

P (x, y)g̃(y) dsy.
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Тогда

u(x) =
2n−1
∑

i=0

biv(S
in
n . . . Si1

1 x) =

∫

Ω

2n−1
∑

i=0

biG
(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

f(y) dy +

+

∫

∂Ω

2n−1
∑

i=0

2n−1
∑

k=0

biakP
(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

g(Skn
n . . . Sk1

1 y) dsy. (4.4)

Заметим, что если y = Siz, то по лемме 4.1 из [19]
∫

∂Ω
g(Siξ) dsξ =

∫

∂Ω
g(ξ) dsξ. Кроме

того, |x−Siz| = |Si(Six− z)| = |Six− z|, и значит, P (Six, z) = P (x, Siz). С помощью этого

равенства последнее слагаемое формулы (4.4) можно преобразовать к виду

∫

∂Ω

2n−1
∑

i=0

2n−1
∑

j=0

biajP
(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

g(Sjn
n . . . S

j1
1 y) dsy =

=

∫

∂Ω

2n−1
∑

i=0

2n−1
∑

j=0

ajbiP
(

Sin
n . . . Si1

1 x, S
jn
n . . . S

j1
1 z
)

g(z) dsz =

∫

∂Ω

P (x, z)g(z) dsz,

где в силу свойств коэффициентов bj было учтено, что

2n−1
∑

j=0

a0⊕jbj⊕k =

{

0, k 6= 0,

1, k = 0.

Если теперь воспользоваться обозначением (4.2), то для решения задачи Дирихле (1.1),

(1.2) получаем формулу (4.1). Теорема доказана. �

§ 5. Существование решения задачи Неймана

В этом пункте исследуем необходимые и достаточные условия разрешимости задачи

Неймана (1.1), (1.3).

Теорема 7. Пусть выполняются условия
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗i
ai 6= 0, k = 0, . . . , 2n−1, f ∈ Cλ(Ω̄),

g ∈ Cλ+1(∂Ω), 0 < λ < 1. Тогда для разрешимости задачи (1.1), (1.3) необходимо и доста-

точно выполнения условия

∫

Ω

f(y) dy +

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g(y) dsy = 0. (5.1)

Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного сла-

гаемого и представляется в виде

u(x) =

∫

Ω

GN,S(x, y)f(y) dy +

∫

∂Ω

GN,S,n(x, y)g(y) dsy, (5.2)

где коэффициенты bj , j = 0, . . . , 2n − 1, являются элементами первой строки матрицы,

обратной к матрице An = An(a0, . . . , a2n−1), и

GN,S(x, y) =
2n−1
∑

i=0

biGN(S
in
n . . . Si1

1 x, y);

GN,S,n(x, y) =
2n−1
∑

i=0

2n−1
∑

k=0

akbiGN(S
in
n . . . Si1

1 x, S
kn
n . . . Sk1

1 y).

(5.3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x) является решением задачи (1.1), (1.3). Для удоб-

ства изложения будем считать, что функция u(x) принадлежит классу C3(Ω) ∩ C1(Ω̄) (для

этого достаточно потребовать, чтобы f(x) ∈ Cλ(Ω̄), g(x) ∈ Cλ+1(∂Ω), λ > 1). Приме-

ним оператор Λ к функции u(x) и обозначим w(x) = Λu(x). Тогда, учитывая равенство

∆Λu(x) = (Λ + 2)∆u(x), где x ∈ Ω, и коммутируемость операторов Λ и IS (лемма 1),

будем иметь

Lnw ≡

2n−1
∑

i=0

ai∆I
S
in
n ...S

i1
1
Λu(x) =

2n−1
∑

i=0

ai∆ΛI
S
in
n ...S

i1
1
u(x) =

= (Λ + 2)
2n−1
∑

i=0

ai∆u(Sin
n . . . Si1

1 x) = (Λ + 2)Lu(x) = (Λ + 2) f(x).

Из граничного условия (1.3) следует, что

w(x)|∂Ω = Λu(x)|∂Ω =
∂u(x)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= g(x).

Таким образом, если u(x) — решение задачи (1.1), (1.3), то для функции w(x) = Λu(x)
мы получаем краевую задачу Дирихле типа (1.1), (1.2):

Lw(x) = (Λ + 2) f(x), x ∈ Ω; w(x)|∂Ω = g(x). (5.4)

Кроме того, из равенства w(x) = Λu(x) следует необходимость выполнения условия

w(0) = 0.
Далее, если функции F (x) = (Λ + 2) f(x), g(x) достаточно гладкие, то по утверждению

теоремы 6 решение задачи (5.4) существует, единственно и представляется в виде

w(x) =

∫

Ω

GS(x, y)F (y) dy +

∫

∂Ω

P (x, y)g(y) dsy, (5.5)

где функция GS(x, y) определяется из (4.2), а P (x, y) — ядро Пуассона. Найдем условия,

при которых выполняется равенство w(0) = 0. Из представления (5.5) получаем

w(0) =

∫

Ω

GS(0, y)F (y) dy +

∫

∂Ω

P (0, y)g(y) dsy.

Далее, при n > 2 имеем

GS(0, y) =
2n−1
∑

i=0

biG(0, y) = G(0, y)
2n−1
∑

i=0

bi = C1

[

|y|2−l − 1
]

,

P (0, y) =
1

ωl

, C1 =
1

(l − 2)ωl

2n−1
∑

i=0

bi.

В [13] доказано следующее равенство

∫

Ω

[

|y|2−n − 1
]

(Λ + 2) f(y) dy = (n− 2)

∫

Ω

f(y) dy.
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Тогда

w(0) =

∫

Ω

GS(0, y)F (y) dy +

∫

∂Ω

P (0, y)g(y) dsy =
1

ωn

(

2n−1
∑

i=0

bi

)

∫

Ω

f(y) dy +
1

ωn

∫

∂Ω

g(y) dsy.

Следовательно, для выполнения условия w(0) = 0 необходимо и достаточно выполнения

равенства

(

2n−1
∑

i=0

bi

)

∫

Ω

f(y) dy +

∫

∂Ω

g(y) dsy = 0.

Так как

(

2n−1
∑

i=0

bi

)(

2n−1
∑

i=0

ai

)

= 1 ⇒

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

=

(

2n−1
∑

i=0

bi

)−1

,

то отсюда запишем

∫

Ω

f(y) dy +

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g(y) dsy = 0.

Таким образом, необходимость выполнения условия (5.1) для существования решения зада-

чи (1.1), (1.3) доказана. Покажем, что выполнение условия (5.1) является и достаточным для

существования решения задачи (1.1), (1.3). Для этого рассмотрим в области Ω следующую

задачу Неймана относительно функции v(x):

∆v(x) = f(x), x ∈ Ω;
∂v(x)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
2n−1
∑

i=0

aig(S
in
n . . . Si1

1 x) ≡ g̃(x). (5.6)

Известно, что условие разрешимости этой задачи имеет вид

∫

Ω

f(x) dx+

∫

∂Ω

g̃(x) dsx = 0 ⇔

∫

Ω

f(x) dx+
2n−1
∑

i=0

ai

∫

∂Ω

g(Sin
n . . . Si1

1 x) dsx = 0. (5.7)

Так как
∫

∂Ω

g(Six) dsx =
∫

∂Ω

g(x) dsx, то

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g(Sin
n . . . Si1

1 x) dsx =

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g(x) dsx,

и поэтому условие (5.7) можно переписать в виде (5.1). Если это условие выполняется,

то решение задачи (5.6) существует, единственно с точностью до постоянного слагаемого

и представляется в виде (см., например, [22])

v(x) =

∫

Ω

GN(x, y)dx+
2n−1
∑

i=0

ai

∫

∂Ω

GN(x, y)g(S
in
n . . . Si1

1 x) dsx, (5.8)

где GN(x, y) — функция Грина задачи (5.6). Явный вид функции Грина GN(x, y) в случаях

l = 2, 3 приведены в учебниках по уравнениям в частных производных, а в случае l > 4
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построена в работе [23]. Далее, как и в случае задачи Дирихле, решение задачи Неймана

можно найти по формуле

u(x) =
2n−1
∑

i=0

biv(S
in
n . . . Si1

1 x). (5.9)

Аналогичным образом, как в случае задачи Дирихле, можно показать, что функция (5.9)

удовлетворяет всем условиям задачи (1.1), (1.3). Далее, подставляя функцию v(x) из (5.8)

в правую часть равенства (5.9) будем иметь

u(x) =
2n−1
∑

i=0

bi

∫

Ω

GN(S
in
n . . . Si1

1 x, y)f(y) dy +

+
2n−1
∑

i=0

bi

∫

∂Ω

GN(S
in
n . . . Si1

1 x, y)
2n−1
∑

k=0

akg(S
kn
n . . . Sk1

1 y) dsy =

=
2n−1
∑

i=0

bi

∫

Ω

GN(S
in
n . . . Si1

1 x, y)f(y) dy +

+
2n−1
∑

i=0

bi

2n−1
∑

k=0

ak

∫

∂Ω

GN(S
in
n . . . Si1

1 x, S
kn
n . . . Sk1

1 y)g(y) dsy =

∫

Ω

GN,S(x, y)f(y) dy +

+

∫

∂Ω

GN,S,n(x, y)g(y) dsy,

где GN,S(x, y) и GN,S,n(x, y) определяются из (5.3). Таким образом, для решения зада-

чи (1.1), (1.3) мы получили представление (5.2). Теорема доказана. �

Финансирование. Исследования первого автора выполнены при финансовой поддержке

грантового финансирования Комитета науки Министерства образования и науки Респуб-

лики Казахстан в рамках научного проекта № АР08855810. Исследования второго авто-

ра выполнены при финансовой поддержке Правительства РФ (Постановление №211 от
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Internationalen Mathematiker-Kongresse. Zürich: 1932. Vol. 1. P. 138–151 (in French).

https://zbmath.org/?q=an:0006.40001

2. Karapetiants N., Samko S. Equations with involutive operators. Boston: Birkhäuser, 2001.
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Transformations of the involution type are considered in the space R
l, l > 2. The matrix properties of

these transformations are investigated. The structure of the matrix under consideration is determined and

it is proved that the matrix of these transformations is determined by the elements of the first row. Also,

the symmetry of the matrix under study is proved. In addition, the eigenvectors and eigenvalues of the

matrix under consideration are found explicitly. The inverse matrix is also found and it is proved that the

inverse matrix has the same structure as the main matrix. The properties of the nonlocal analogue of the

Laplace operator are introduced and studied as applications of the transformations under consideration.

For the corresponding nonlocal Poisson equation in the unit ball, the solvability of the Dirichlet and

Neumann boundary value problems is investigated. A theorem on the unique solvability of the Dirichlet

problem is proved, an explicit form of the Green’s function and an integral representation of the solution

are constructed, and the order of smoothness of the solution of the problem in the Hölder class is found.

Necessary and sufficient conditions for the solvability of the Neumann problem, an explicit form of the
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