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О ПРОЕКЦИЯХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ПРОСТРАНСТВ

Рассматриваются всюду плотные подмножества произведений топологических пространств. Доказа-
но, что в произведении Zc =

∏
α∈2ω

Zα, где Zα = Z (α ∈ 2ω), сепарабельных пространств существу-

ют счетные всюду плотные множества такие, что всякие счетные их подмножества имеют проекции
на грани, обладающие дополнительными свойствами. Это позволяет доказать ряд фактов о всюду
плотных множествах, в частности отсутствие сходящихся последовательностей, оценивать характер
замкнутых подмножеств произведений.
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Введение

Одним из наиболее интересных направлений в теории произведений топологических
пространств является изучение всюду плотных множеств в произведениях. Известная
теорема Хьюитта–Марчевского–Пондишери (см. [1]) устанавливает, что в произведении∏
α∈2ω

Zα сепарабельных пространств существует счетное всюду плотное множество. В этой

связи важной является проблема существования в таком произведении всюду плотных мно-
жеств, обладающих дополнительными свойствами. Известной является проблема существо-
вания в произведении

∏
α∈2ω

Zα сепарабельных пространств счетного всюду плотного множе-

ства, не содержащего сходящихся последовательностей и поэтому секвенциально замкну-
того. Существование таких множеств доказано для произведений различных пространств
в [2–7].

Еще одна проблема связана с изучением проекций всюду плотных множеств и их под-
множеств на грани различной размерности произведений пространств. В данной работе
доказывается существование в произведении

∏
α∈2ω

Zα сепарабельных пространств счетного

всюду плотного множества, проекции счетных подмножеств которого на грани обладают
дополнительными свойствами. Эти свойства обеспечивают, в частности, что это счетное
всюду плотное множество не содержит сходящихся последовательностей, что замыкание
всякого его счетного подмножества имеет мощность 2c. Доказательства основаны на ис-
пользовании так называемой независимой матрицы подмножеств счетного множества, вве-
денной и широко используемой в теории расширений дискретных пространств (см. [8–11]).

§ 1. Предварительные результаты

Терминология и обозначения, используемые в работе, стандартны, их можно найти в [1].
Через Zm обозначим произведение

∏
α∈A

Zα, где |A| = m, Zα = Z для всех Zα (α ∈ A).

Для произведения
∏
α∈A

Zα пространство
∏

α∈A′
Zα, где A′ ⊆ A, |A′| = τ, называется

τ -гранью
∏
α∈A

Zα. Мы обозначаем c = 2ω. Для отображения f : X → Y и X ′ ⊆ X через

f |X′ : X ′ → f(X ′) обозначается сужение f на X ′.
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Множество A называется счетным, если |A| = ω. πA′ :
∏
α∈A

Zα →
∏

α∈A′
Zα обозначает

проекцию
∏
α∈A

Zα на грань
∏

α∈A′
Zα.

Теорема 1 (см. [6, теорема 4.1]). Пусть Z — сепарабельное пространство, |Z| ⩾ ω
и η ⊆ ExpZ — семейство счетных подмножеств Z, |η| ⩽ 2ω.

Тогда существует счетное всюду плотное подмножество Q ⊆ Zc =
∏

α∈2ω
Zα, удовле-

творяющее условию: всякое счетное множество E ⊆ Q содержит счетное подмноже-
ство E ′ ⊆ E такое, что для всякого G ∈ η существует α ∈ 2ω, для которого πα(E

′) = G
и πα|E′ : E ′ → G конечно кратно.

Лемма 1. Пусть X — бесконечное T2 -простраство без изолированных точек. Тогда X
содержит счетное дискретное нигде не плотное множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим счетное множество {xi}∞i=0 и семейство окрестно-
стей {Oxi}∞i=0 таких, что |Oxi| ⩾ ω для i = 0, 1, . . . , удовлетворяющих условиям

– X \ [Ox0] ̸= ∅ и, следовательно, бесконечно;

– Oxk = X \
k−1⋃
i=0

[Oxi] для k ⩾ 1.

Из свойств этих семейств следует, что множество D = {xi}∞i=0 дискретно.
Покажем, что D нигде не плотно. Предположим, что ⟨[D]⟩ ≠ ∅. Мы имеем ⟨[D]⟩ ∩D ̸=

̸= ∅. Пусть x ∈ D ∩ ⟨[D]⟩. Поскольку D дискретно, существует окрестность Ox точки x
такая, что Ox ∩ D = {x} и Ox ⊆ ⟨[D]⟩. Но тогда для открытого множества U = Ox \ {x}
имеем U ̸= ∅ и U ⊆ [D], но U ∩D = ∅. Противоречие.

Итак, D — счетное дискретное нигде не плотное множество. □

Лемма 2. Пусть f : X → Y — непрерывное отображение, D ⊆ Y и E ⊆ X — счетные
подмножества такие, что f(E) = D и f |E : E → D конечно кратно. Тогда

(a) если D ⊆ Y дискретно, то E — дискретное подмножество X;

(b) если D ⊆ Y дискретно и замкнуто, то E — дискретное и замкнутое подмноже-
ство X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a) Пусть D ⊆ Y дискретно, E ⊆ X и f |E : E → D конечно
кратно. Пусть z ∈ E. Рассмотрим f(z). Поскольку D дискретно, существует окрестность U

точки f(z) такая, что U ∩D = {f(z)}. Тогда f−1(U) ∩ E = f̃−1(f(z)) для f̃ = f |E .
Поскольку f̃ = f |E конечно кратно, то множество f−1(f(z)) = f−1(U) ∩ E конечно.

Поэтому существует окрестность Vz точки z такая, что Vz ⊆ f−1(U) и Vz ∩ (f−1(U) ∩ E) =
= {z}. Таким образом E дискретно.

(b) Пусть D ⊆ Y дискретно и замкнуто, E ⊆ X , f(E) = D. В силу (a) E дискретно.
Покажем, что E замкнуто.

Рассмотрим точку z ∈ X \ E. Пусть f(z) ∈ D. Аналогично доказательству пункта (a)
существует окрестность Vz точки z такая, что Vz ∩D ̸= ∅.

Если f(z) /∈ D, то поскольку D ⊆ Y замкнуто, существует окрестность U точки f(z)
такая, что U ∩D = ∅. Тогда f−1(U) — окрестность точки z такая, что f−1(U) ∩ E ̸= ∅.

Таким образом E замкнуто. □
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§ 2. Основные результаты

Теорема 2. Пусть Z —сепарабельное неодноточечное T2-пространство и Zc =
∏

α∈2ω
Zα,

где Zα = Z. Тогда существует счетное всюду плотное множество Q ⊆ Zc, удовлетворя-
ющее следующему условию:

(∗) всякое счетное множество E ⊆ Q содержит дискретное нигде не плотное подмно-
жество E ′ ⊆ E, для которого существует c-грань Z̃c пространства Zc такая, что
для проекции π : Zc → Z̃c множество π(E ′) всюду плотно в Z̃c.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть τ = {Lβ : β ∈ 2ω} — разбиение множества 2ω, где
|Lβ| = 2ω для всякого β ∈ 2ω. Обозначим Y = Yβ =

∏
α∈Lβ

Zα.

Пространство Zc естественным образом гомеоморфно пространству
∏

β∈2ω
Yβ .

Рассмотрим пространство Y = Yβ =
∏

α∈Lβ

Zα (β ∈ 2ω). Оно является произведением 2ω

сепарабельных T2-пространств, и по теореме Хьюитта–Марчевского–Пондишери существу-
ет счетное всюду плотное множество S.

Пусть S ⊆ Y есть счетное всюду плотное множество пространства Y = Yβ.
Пространство Y = Yβ (β ∈ 2ω) — бесконечное T2-пространство без изолированных то-

чек. По лемме 1 Y содержит счетное дискретное нигде не плотное множество D ⊆ Y. Рас-
смотрим семейство η = {S,D} счетных подмножеств Y. По теореме 1 существует счетное
всюду плотное подмножество Q ⊆ Zc, удовлетворяющее условию: всякое счетное подмно-
жество E ⊆ Q содержит счетное подмножество E ′ ⊆ E такое, что

(a) для D ∈ η существует βD ∈ 2ω такое, что для проекции πβD
:

∏
β∈2ω

Yβ → YβD
выполня-

ется πβD
(E ′) = D и πβD

|E′ :
∏

β∈2ω
Yβ → YβD

конечно кратно;

(b) для S ∈ η существует βS ∈ 2ω такое, что для проекции πβS
:

∏
β∈2ω

Yβ → YβS
выполня-

ется πβS
(E ′) = S и πβS

|E′ : E ′ → S конечно кратно.

Из (a) по лемме 2 следует, что E ′ дискретно и нигде не плотно.
Из (b) и всюду плотности S в YβS

следует что πβS
(E ′) всюду плотно в YβS

.
Пространство YβS

=
∏

β∈LβS

Zβ есть c-грань Zc. □

Теорема 3. Пусть Z — сепарабельное компактное неодноточечное T2-пространство
и Zc =

∏
α∈2ω

Zα, где Zα = Z. Тогда существует счетное всюду плотное в Zc множество Q

такое, что для всякого счетного подмножества E ⊆ Q выполняется |[E]| = 2c.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Q ⊆ Zc — подмножество Zc из теоремы 2 и E ⊆ Q —
счетное подмножество Q. По теореме 2 существует c-грань Z̃c пространства Zc такая, что
для проекции π : Zc → Z̃c множество π(E) всюду плотно в Z̃c. Множество [E] ⊆ Zc

компактно. Тогда π([E]) ⊆ Z̃c — тоже компактное подмножество компакта Z̃c.
Так как Z̃c является T2-пространством и π([E]) всюду плотно в Z̃c, то π([E]) = Z̃c. Тогда

|[E]| = |Z̃c| = 2c. □

Теорема 4. Пусть Z — не счетно компактное T2-простраство и Zc =
∏

α∈2ω
Zα, где

Zα = Z (α ∈ 2ω). Тогда для всякого замкнутого не открытого подмножества F ⊆ 2ω

выполнено χ(F,Zc) > ω.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку Z не является счетно компактным, в Z существует
замкнутое дискретное счетное множество D ⊆ Z. Заметим, что |Z| ⩾ ω.

Пусть F ⊆ 2ω — замкнутое не открытое подмножество Zc. Предположим, что χ(F ) = ω
и B = {Ui}∞i=1 — база открытых множеств в F в Zc.

По теореме 1 существует счетное всюду плотное множество S ⊆ Zc, удовлетворяющее
условию: всякое счетное множество E ⊆ S содержит счетное множество E ′ ⊆ E такое,
что существует такое α ∈ 2ω, что для проекции πα : Z

c → Zα выполняется πα(E
′) = D

и πα|E′ : E ′ → D конечно кратно.
Выберем для каждого Ui (i = 1, 2, . . .) по точке xi ∈ (Ui \F )∩S. Рассмотрим множество

E = {xi}∞i=1. По свойству множества S существует счетное множество E ′ и α ∈ 2ω такие,
что для проекции πα : Z

c → Zα выполняется πα(E
′) = D и πα|E′ : E ′ → D конечно кратно.

Тогда E ′ замкнуто и дискретно по лемме 2.
Рассмотрим окрестность V = X \ E ′ множества F. Мы имеем Ui \ V ̸= ∅ для всякого

Ui ∈ S. Это противоречит тому, что B = {Ui}∞i=1 — открытая база множества F в Zc. □

Финансирование. Исследование выполнено в рамках выполнения государственного зада-
ния Минобрнауки России (FEWS-2020-0009).
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We consider dense sets of products of topological spaces. We prove that in the product Zc =
∏

α∈2ω
Zα,

where Zα = Z (α ∈ 2ω), there are dense sets such that their countable subsets have projections with
additional properties. These properties entail that these dense sets contain no convergent sequences. By
these properties we prove that the character of closed sets of the product is uncountable.
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