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СИСТЕМЕ ДВИЖЕНИЯ ПЛАСТИНКИ В ЖИДКОСТИ

Рассматривается модель хаотического движения пластинки в вязкой жидкости, описываемая колебатель-
ной системой трех обыкновенных дифференциальных уравнений с квадратичной нелинейностью. В ходе
бифуркационного исследования особых точек системы построены карты типов особых точек и найдено
уравнение поверхности в пространстве параметров диссипации и циркуляции, на которой происходит би-
фуркация Андронова–Хопфа рождения предельного цикла. При дальнейшем изменении параметров вбли-
зи поверхности Андронова–Хопфа найдены каскады бифуркаций удвоения периода цикла Фейгенбаума
и субгармонические каскады Шарковского, заканчивающиеся рождением цикла периода три. Получены
выражения для седловых чисел седлоузла и двух седлофокусов и построены их графики в пространстве
параметров. Показано, что в системе реализуются гомоклинические каскады бифуркаций при разрушении
гомоклинических траекторий седлофокусов. Существование гомоклинических траекторий седлофокусов
доказано численно-аналитическим методом. Графики старшего показателя Ляпунова и бифуркационные
диаграммы показывают, что при изменении коэффициентов диссипации система в несколько этапов пе-
реходит к хаосу.
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Задача о движении плоского листа в сопротивляющейся среде является одной из классиче-
ских задач гидро- и аэродинамики. Возможны следующие режимы движения в зависимости от
параметров задачи [5]: 1) простое равномерное движение; 2) движение с колебаниями из сторо-
ны в сторону, как регулярными, так и нерегулярными (флаттер); 3) движение с кувырканиями,
периодическими или нерегулярными (авторотация).

В предположениях модели Козлова [3,5], когда в консервативные уравнения Кирхгофа добав-
лены члены, связанные с вязкими силами, линейными по обобщенным скоростям, и моментом
силы сопротивления, а также циркуляцией, имеем колебательную систему, похожую на модель
Лоренца [7,10]:











ẋ = h1y − ν1x− yz,

ẏ = h2x− ν2y + xz,

ż = −ν3z + xy.

(0.1)

Система содержит квадратичную нелинейность в правой части и пять положительных бифур-
кационных параметров h1, h2, ν1, ν2, ν3, связанных с циркуляцией и диссипацией. Система инва-
риантна относительно преобразования (x, y, z) → (−x,−y, z). Система является диссипативной,
так как дивергенция векторного поля всюду отрицательна: divF (x, y, z) = −ν1 − ν2 − ν3 < 0.

Некоторые интерпретации решений системы (0.1) содержатся в [5]. Частный случай, когда
модель интегрируема, сводится к уравнению маятника с затуханием [4], и потеря устойчивости
режима стационарного равномерного падения может приводить к переходу в режим авторота-
ции. Движение, будучи вначале ротационным, становится затем колебательным, и затухание
колебаний приводит в итоге к неподвижной точке, отвечающей устойчивому стационарному
падению профиля широкой стороной вперед. Траектория уходит по спирали от неустойчивой
неподвижной точки и приходит к охватывающему цилиндр предельному циклу второго рода,
который соответствует режиму авторотации.

https://doi.org/10.20537/vm190101
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Исследуем нерегулярное движение пластины или переход к хаосу в системе (0.1) общего
вида. Предполагается, что сценарий перехода к хаосу будет похож на развитие турбулентности
в системе типа Лоренца [7,14].

§1. Бифуркационное исследование особых точек

Найдем особые точки системы (0.1) из условий ẋ = 0, ẏ = 0, ż = 0 [1,11]:











h1y − ν1x− yz = 0,

h2x− ν2y + xz = 0,

−ν3z + xy = 0.

(1.1)

При h1, h2, ν1, ν2, ν3 > 0 система (0.1) может иметь пять положений равновесия: O0(0, 0, 0),
O1(x1, y1, z1), O2(x2, y2, z2), O3(x3, y3, z3), O4(x4, y4, z4), где

x1,2 = ± ν3h1
√
α

ν1ν3 + α
, y1,2 = ±

√
α, z1,2 =

h1α

ν1ν3 + α
,

x3,4 = ± ν3h1
√
β

ν1ν3 + β
, y3,4 = ±

√

β, z3,4 =
h1β

ν1ν3 + β
,

(1.2)

при условиях, что

γ = (h1 + h2)
2 − 4ν1ν2 > 0,

α =
ν3

2ν2
(h1h2 − 2ν1ν2 + h21 + h1

√
γ) > 0,

β =
ν3

2ν2
(h1h2 − 2ν1ν2 + h21 − h1

√
γ) > 0.

(1.3)

Пары особых точек O1(x1, y1, z1) и O2(x2, y2, z2), O3(x3, y3, z3) и O4(x4, y4, z4) симметричны друг
другу относительно оси Oz.

В частности, при h1 = h2 = h получим

γ = 4(h2 − ν1ν2) > 0, h >
√
ν1ν2,

α =
ν3

4ν2
(γ + 2h

√
γ) > 0,

β =
ν3

4ν2
(γ − 2h

√
γ) > 0,

(1.4)

и существуют только три точки: O0(0, 0, 0), O1(x1, y1, z1), O2(x2, y2, z2), где точки O1(x1, y1, z1)
и O2(x2, y2, z2) симметричны относительно оси Oz.

На рис. 1 изображены графики зависимостей γ(h), x1(h), y1(h), z1(h) при фиксированных
ν1 = 1, ν2 = 4, ν3 = 1. Видно, что точка O1(x1, y1, z1) возникает из точки O0(0, 0, 0) при h = 2
и с ростом параметра h быстро удаляется от нее, асимптотически приближаясь к плоскос-
ти x =

√
2.

Для исследования особых точек найдем матрицу Якоби:

A =





−ν1 h1 − z −y

h2 + z −ν2 x

y x −ν3



. (1.5)

В точке O0(0, 0, 0) получим матрицу линеаризации системы

A0 =





−ν1 h1 0
h2 −ν2 0
0 0 −ν3



 (1.6)



Бифуркационное исследование перехода к хаосу 5

МАТЕМАТИКА 2019. Т. 29. Вып. 1

hhhh

γ x y z

0000 2222 4444 6666 8888 10101010
0

100

300

0

0.4

1.0

1.4

0

2

4

6

0

2

4

6

8

Рис. 1. Графики зависимостей γ(h), x1(h), y1(h), z1(h) при ν1 = 1, ν2 = 4, ν3 = 1

Таблица 1. Типы особых точек
Tип особой точки Цвет области
Устойчивый узел: Λ3 < Λ2 < Λ1 < 0

Седло-узел: Λ3 < Λ2 < 0 < Λ1

Устойчивый узел-фокус: Λ3 < ReΛ1,2 < 0

Седлофокус: Λ3 < 0 < ReΛ1,2

и характеристический многочлен

det(A0 − λE) = (−ν3 − λ)(λ2 + (ν1 + ν2)λ+ (ν1ν2 − h1h2)). (1.7)

Отсюда корни характеристического уравнения det(A0 − λE) = 0:

λ1 = −(ν1 + ν2) +
√
D ∈ R, λ2 = −(ν1 + ν2)−

√
D < 0, λ3 = −ν3 < 0, (1.8)

где D = (ν1 + ν2)
2 − 4(ν1ν2 − h1h2) = (ν1 − ν2)

2 + 4h1h2 > 0.

Таким образом, особая точка O0(0, 0, 0) имеет тип «устойчивый узел» при ν1ν2 − h1h2 > 0,
а при ν1ν2 −h1h2 < 0 имеет тип «седлоузел» с одномерным неустойчивым инвариантным много-
образием W u и двумерным устойчивым инвариантным многообразием W s [13].

В случае когда h1 = h2 = h, точка O0(0, 0, 0) меняет тип «устойчивый узел» на тип «седло-
узел» при пересечении поверхности h =

√
ν1ν2.

На рис. 2 изображены карты типов особой точки O0(0, 0, 0) на плоскостях параметров (h, ν1),
(h, ν2), (h, ν3) при h1 = h2 = h ∈ [0; 10], ν1 ∈ [0; 5], ν2 ∈ [0; 10], ν3 ∈ [0; 5]. Соответствие между
цветом области и типом особой точки приведено в таблице 1, где Λi, i = 1, 2, 3, обозначе-
ны корни λj, j = 1, 2, 3, характеристического уравнения, упорядоченные согласно условиям
ReΛ3 6 ReΛ2 6 ReΛ1.

Вычислим седловое число седлоузла O0(0, 0, 0) по формуле [7]

σ0 = λ1 +max(λ2, λ3). (1.9)

Графики седлового числа σ0 в зависимости от параметров h, ν1, ν2, ν3 имеют вид поверхностей,
пересекающих плоскость σ0 = 0 (рис. 3). При ненулевых седловых числах согласно теореме
Шильникова [12] возможно существование гомоклинических траекторий седлоузла.

В симметричных точках O1,2 имеем матрицы линеаризации

A1,2 =







−ν1 h1 − h1α
ν1ν3+α

∓√
α

h2 +
h1α

ν1ν3+α
−ν2 ±ν3h1

√
α

ν1ν3+α

±√
α ±ν3h1

√
α

ν1ν3+α
−ν3






(1.10)
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Рис. 2. Карты типов особой точки O0 на плоскостях (h, ν1), (h, ν2), (h, ν3)

σ0σ0

ν1ν2

0
2

4

0

5

10

0
0

55

10

10

h ν3

0
2

4
0

5

10

−5

15
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Рис. 3. Графики седлового числа седлоузла O0(0, 0, 0)
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Рис. 4. Карты типов особых точек O1,2 на плоскостях (h, ν1), (h, ν2), (h, ν3)

и характеристические многочлены

det(A1,2 − λE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−ν1 − λ h1 − h1α
ν1ν3+α

∓√
α

h2 +
h1α

ν1ν3+α
−ν2 − λ ±ν3h1

√
α

ν1ν3+α

±√
α ±ν3h1

√
α

ν1ν3+α
−ν3 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (1.11)

Среди корней λ1, λ2, λ3 характеристического уравнения det(A1,2 − λE) = 0 имеются два
комплексно-сопряженных.

На рис. 4 изображены карты типов особых точек O1,2 на плоскостях параметров (h, ν1),
(h, ν2), (h, ν3) при h1 = h2 = h ∈ [0; 10], ν1 ∈ [0; 5], ν2 ∈ [0; 10], ν3 ∈ [0; 5]. Соответствие
между цветом области и типом особой точки приведено в таблице 1, где Λi, i = 1, 2, 3, обозна-
чены корни λj , j = 1, 2, 3, характеристического уравнения, упорядоченные согласно условиям
ReΛ3 6 ReΛ2 6 ReΛ1.

Граница между областью устойчивого узла-фокуса и седлофокуса на рис. 4 является кри-
вой бифуркации Андронова–Хопфа [1, 8]. В точках O1,2 при пересечении параметрами кривой
Андронова–Хопфа происходит бифуркация рождения предельного цикла.

Из существования в системе седлоузла O0(0, 0, 0) и двух седлофокусов O1,2 вытекает воз-
можность образования в ней различных гомоклинических контуров особых точек и связанных
с ними каскадов бифуркаций [14–16].

§2. Бифуркация Андронова–Хопфа

Теорема 1 (Андронова–Хопфа [12]). Пусть F (x, y, µ)— семейство Cr-гладких векторных

полей по переменным x ∈ R
2, y ∈ R

m и параметрам µ ∈ R
p (r > 3, m > 0, p > 1) имеет при

µ = 0 положение равновесия O(0, 0) с двумя чисто мнимыми характеристическими показа-

телями: λ1,2(µ) = α(µ) ± iβ(µ), α(µ), β(µ) ∈ Cr−1, α(0) = 0, β(0) > 0, а остальные лежат

слева от мнимой оси. Граница области устойчивости в пространстве параметров задана

уравнением α(µ) = 0: состояние равновесия устойчиво, если α(µ) < 0, и неустойчиво, если

α(µ) > 0. Если по крайней мере одна из компонент вектора { ∂α
∂µ1

, ∂α
∂µ2

, . . . , ∂α
∂µp

}|µ=0 ненулевая,

то при всех малых µ граница является Cr−1-гладкой поверхностью коразмерности один.

Выберем α(µ) в качестве управляющего параметра и рассмотрим однопараметрическое

семейство, трансверсальное к границе устойчивости. Если первая ляпуновская величина

L1 < 0 (см. определение на с. 120 [12]), то положение равновесия O устойчиво при α(µ) 6 0,
все траектории из некоторой окрестности U стремятся к O. При α(µ) > 0 положение рав-

новесия становится неустойчивым, и возникает устойчивый предельный цикл диаметром

порядка
√

α(µ), к которому стремятся все траектории из некоторой проколотой окрест-

ности U̇ .
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Найдем границу устойчивости точек O1,2, то есть значения параметров, при которых появ-
ляется пара чисто мнимых корней характеристического уравнения det(A1,2 − λE) = 0 [7].

Чисто мнимые корни у кубического уравнения k0 · λ3 + k1 · λ2 + k2 · λ + k3 = 0 будут тогда
и только тогда, когда произведение коэффициентов при λ2 и λ равно произведению коэффици-
ента при λ3 и свободного члена: k1 · k2 = k0 · k3 [8].

В нашем случае

k0 = 1, k1 = ν1 + ν2 + ν3, k2 =
hν3

ν2

(

2h+
ν2(ν2 − ν1)

h+
√
h2 − ν1ν2

)

, k3 = 4ν3(h
2 − ν1ν2), (2.1)

и условие двух чисто мнимых корней примет вид

(ν1 + ν2 + ν3)
hν3

ν2

(

2h+
ν2(ν2 − ν1)

h+
√
h2 − ν1ν2

)

= 4ν3(h
2 − ν1ν2). (2.2)

Отсюда мы получим значение параметра ν∗3 , при котором точки O1,2 типа «устойчивый узел-
фокус» одновременно теряют устойчивость и порождают предельные циклы, то есть согласно
тeoреме 1 происходит бифуркация Андронова–Хопфа:

ν∗3 =
4ν2
h

(

2h+
ν2(ν2 − ν1)

h+
√
h2 − ν1ν2

)

− (ν1 + ν2). (2.3)

Характеристическое уравнение при k0 = 1 и k3 = k1k2 запишется как λ3 + k1λ
2 + k2λ+ k1k2 = 0

и будет иметь корни

λ1,2 = ±i
√

k2 = ±i

√

hν∗3
ν2

(

2h+
ν2(ν2 − ν1)

h+
√
h2 − ν1ν2

)

,

λ3 = −k1 = −(ν1 + ν2 + ν∗3) = −4ν2
h

h2 − ν1ν2

2h+ ν2(ν2−ν1)

h+
√

h2−ν1ν2

.

(2.4)

Таким образом, при всех ν3 < ν∗3 точки O1,2 будут иметь тип «седлофокус» с одномерным
неустойчивым инвариантным многообразием W u и двумерным устойчивым инвариантным мно-
гообразием W s [13].

При фиксированном h получим из (2.3) уравнение двумерной поверхности Андронова–Хопфа
в пространстве параметров ν1, ν2, ν3 (рис. 5). На этой поверхности происходит бифуркация
Андронова–Хопфа, а под ней предельный цикл претерпевает каскад изменений, приводящий
к хаосу [7].

§3. Каскад бифуркаций периода цикла

При увеличении бифуркационного параметра ν3 ∈ [0, 1] и фиксированных параметрах ν1 = 1,
ν2 = 4, h1 = h2 = h = 5.875 в системе возникает каскад бифуркаций удвоения периода цикла,
завершающийся образованием хаотического аттрактора [17]. Визуализацию циклов получим
с помощью системы WInSet [9].

При ν3 = 0.05 в окрестности каждой из точек O1 и O2 существует однообходный предельный
цикл. На рис. 6, а показан один однообходный цикл в окрестности точки O1. При ν3 = 0.1
появляется однообходный цикл удвоенного периода, охватывающий сразу обе точки, O1 и O2

(см. рис. 6, б). На рис. 6, в при ν3 = 0.215 показан двухобходный цикл, охватывающий обе
точки, O1 и O2. На рис. 6, г при ν3 = 0.22 показан четырехобходный цикл, и далее реализуются
все циклы 2n обходов. Затем, согласно последовательности Шарковского [7]

1⊳ 2⊳ 22 ⊳ 23 ⊳ . . .⊳ 22 · 7⊳ 22 · 5⊳ 22 · 3⊳ . . .⊳ 2 · 7⊳ 2 · 5⊳ 2 · 3⊳ . . . ⊳ 9⊳ 7⊳ 5⊳ 3,

реализуются все целые циклы, последним из которых является трехобходный цикл (см. рис. 6,д)
при ν3 = 0.225. В результате при ν3 = 0.23 образуется так называемый аттрактор Фейгенбаума–
Шарковского, рис. 6, е [7,16–18].
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Рис. 5. Поверхность Андронова–Хопфа особых точек O1,2 при h = 6

Кроме каскадов бифуркаций периода цикла в системе реализуются гомоклинические каcкады
бифуркаций. В результате образуется странный аттрактор типа аттрактора Лоренца.

§4. Нахождение гомоклинических траекторий седлофокуса

Теорема 2 (Шильникова [12]). Пусть F (x, µ) — семейство Cr-гладких векторных полей

(x ∈ R
m, µ ∈ R

p, r > 2, m > 3, p > 1) имеет положение равновесия O типа седлофокус

с m − 1-мерным устойчивым и одномерным неустойчивым инвариантными многообрази-

ями (Reλj(µ) < 0, j = 1, 2, . . . ,m − 1, λm(µ) > 0) и отрицательной седловой величиной

σ(µ) = max(Reλj(µ)) + λm(µ) и имеет гомоклиническую петлю Γ, которая удовлетворяет

условиям невырожденности: (1) гомоклиническая петля Γ не принадлежит сильно неустой-

чивому многообразию; (2) расширенное устойчивое многообразие трансверсально неустой-

чивому многообразию в точках Γ. Тогда в произвольно малой окрестности Γ существует

бесконечное множество седловых периодических орбит.

Вычислим седловое число седлофокусов O1,2 по формуле [12]

σ1 = Re(λ1,2) + λ3. (4.1)

Графики седлового числа σ1 там, где O1,2 существуют, в зависимости от параметров h, ν1, ν2, ν3
имеют вид поверхностей, лежащих ниже плоскости σ1 = 0 (рис. 7).

Найдем гомоклинические траектории седлофокусов O1,2, разрушение которых является глав-
ной бифуркацией гомоклинического каскада [12]. Применим к исходной системе (0.1) преобра-
зование w = h1y − ν1x− yz [7,13,14]:



























ẋ = w,

ẇ = (h1h2 − ν1ν2)x− (ν1 + ν2)w + (h1 − h2)xz − xz2 + ν3z
w + ν1x

h1 − z
− x

(

w + ν1x

h1 − z

)2

,

ż = −ν3z + x
w + ν1x

h1 − z
.

(4.2)

Особые точки в координатах x,w, z имеют вид

O0(0, 0, 0), O1,2

(

± ν3h1
√
α

ν1ν3 + α
, 0,

h1α

ν1ν3 + α

)

. (4.3)
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(a) 1-цикл, ν3 = 0.05 (b) 1-цикл, ν3 = 0.1

(c) 2-цикл, ν3 = 0.215 (d) 4-цикл, ν3 = 0.22

(e) 3-цикл, ν3 = 0.225 (f) аттрактор, ν3 = 0.23

Рис. 6. Каскад бифуркаций периода цикла, ν1 = 1, ν2 = 4, h = 5.875
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(a) поверхность σ1(ν1, ν2), ν3 = 1, h = 5.875 (b) поверхность σ1(ν3, h), ν1 = 1, ν2 = 4

Рис. 7. Графики седлового числа седлофокусов O1,2

Для исследования особых точек найдем матрицу Якоби:

A =





A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33



. (4.4)

A11 = 0, A12 = 1, A13 = 0,

A21 = (h1h2 − ν1ν2) + (h1 − h2)z − z2 +
ν1ν3z

h1 − z
− (w + ν1x)(w + 3ν1x)

(h1 − z)2
,

A22 = −(ν1 + ν2) +
ν3z

h1 − z
− 2x(w + ν1x)

(h1 − z)2
,

A23 = (h1 − h2)x− 2xz + ν3
w + ν1x

h1 − z
+ ν3z

w + ν1x

(h1 − z)2
− 2x

(w + ν1x)
2

(h1 − z)3
,

A31 =
w + 2ν1x

h1 − z
, A32 =

x

h1 − z
, A33 = −ν3 +

x(w + ν1x)

(h1 − z)2
.

(4.5)

В точках O1,2 получим матрицу линеаризации системы:

A1,2 =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



, (4.6)

a11 = 0, a12 = 1, a13 = 0,

a21 = (h1h2 − ν1ν2 − 2α) + (h1 − h2)z − z2 +
ν1ν3z

h1 − z
− (w + ν1x)(w + 3ν1x)

(h1 − z)2
,

a22 = −(ν1 + ν2) +
ν3z

h1 − z
− 2x(w + ν1x)

(h1 − z)2
,

a23 = (h1 − h2)x− 2xz + ν3
w + ν1x

h1 − z
+ ν3z

w + ν1x

(h1 − z)2
− 2x

(w + ν1x)
2

(h1 − z)3
,

a31 =
w + 2ν1x

h1 − z
, a32 =

x

h1 − z
, a33 = −ν3 +

x(w + ν1x)

(h1 − z)2
,

(4.7)
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и характеристическое уравнение det(A1,2 − λE) = k0λ
3 + k1λ

2 + k2λ+ k3 = 0,

k0 = −1, k1 = −(ν1 + ν2 + ν3),

k2 = h1h2 − ν1ν2 − 2α − ν3(ν1 + ν2) +
α

ν1
(ν1 + ν2 + ν3) +

+
α(ν1 + ν3)h1(h1 − h2)

ν1(ν1ν3 + α)
− α2

(ν1ν3 + α)2

(

2ν3h
2
1

ν1
+ h22

)

,

k3 =

(

ν3 −
α

ν1

)

(h1h2 − ν1ν2) +

(

3ν3 −
α

ν1

)

αh1(h1 − h2)

ν1ν3 + α
−

− α2

(ν1ν3 + α)2

(

4ν3h
2
1 + h22

(

ν3 −
α

ν1

))

,

(4.8)

имеет два комплексно-сопряженных корня λ1,2 = a± ib с положительной действительной частью
a > 0 и действительный отрицательный корень λ3 = λ < 0. Приведем матрицу линейной части
системы к каноническому виду:

B =





a −b 0
b a 0
0 0 λ



. (4.9)

Вычислим матрицу перехода C из условия B = C−1 · A1 · C или C · B = A1 · C. Сделаем это
в два этапа. Сначала приведем матрицу A1 к диагональной форме G матрицей перехода H из
собственных векторов матрицы A1:

G = H−1 · A1 ·H, G =





a+ ib 0 0
0 a− ib 0
0 0 λ



, (4.10)

H =
(

H1 H2 H3

)

, (A1 − λjE) ·Hj = 0, j = 1, 2, 3. (4.11)

Матрица перехода C будет вещественной тогда и только тогда, когда H3 — вещественный
собственный вектор, а H1, H2 — комплексные собственные векторы, причем H2 = −i · H̄1, где
черта обозначает комплексное сопряжение.

H =











1
2

(

ν3 − α
ν1

+ a+ ib
)

− i
2

(

ν3 − α
ν1

+ a− ib
) (

ν3 − α
ν1

+ λ
)

a+ib
2

(

ν3 − α
ν1

+ a+ ib
)

−ia−ib
2

(

ν3 − α
ν1

+ a− ib
)

λ
(

ν3 − α
ν1

+ λ
)

√
α
2

(

2 + a+ib
ν1

)

−i
√
α
2

(

2 + a−ib
ν1

) √
α
(

2 + λ
ν1

)











. (4.12)

Далее, найдем матрицу перехода D, приводящую диагональную матрицу G к блочно-диаго-
нальной форме B из условия B = D−1 ·G ·D или D ·B = G ·D:

D =





1 i 0
i 1 0
0 0 1



. (4.13)

Теперь B = D−1 ·H−1 ·A1 ·H ·D = (H ·D)−1 ·A1 · (H ·D). Следовательно, C = H ·D. Получаем

C =











(

ν3 − α
ν1

+ a
)

−b
(

ν3 − α
ν1

+ λ
)

(

aν3 − aα
ν1

+ a2 − b2
)

−b
(

ν3 − α
ν1

+ 2a
)

λ
(

ν3 − α
ν1

+ λ
)

√
α
(

2 + a
ν1

)

− b
√
α

ν1

√
α
(

2 + λ
ν1

)











. (4.14)

При переходе к координатам (u, v, s),




x

w

z



 = C





u

v

s



,





u

v

s



 = C−1





x

y

z



, (4.15)



Бифуркационное исследование перехода к хаосу 13

МАТЕМАТИКА 2019. Т. 29. Вып. 1

cистема примет вид





u̇

v̇

ṡ



 = C−1 · A1 · C





u

v

s



+ . . . . (4.16)

Линеаризованная в окрестности особой точки O1 система примет вид:





u̇

v̇

ṡ



 =





a −b 0
b a 0
0 0 λ









u

v

s



 (4.17)

или











u̇ = au− bv,

v̇ = bu+ av,

ṡ = λs.

(4.18)

Здесь одна особая точка: O1(0, 0, 0). Таким образом, неустойчивое инвариантное многообразие
нелинейной системы касается плоскости (u, v).

Выберем начальные условия в виде u0 = ε cosϕ, v0 = ε sinϕ, s0 = 0. Тогда





x(0)
w(0)
z(0)



 =





x1
w1

z1



+ C





u0
v0
s0



, (4.19)

где

x1 =
ν3h1

√
α

ν1ν3 + α
, w1 = 0, z1 =

h1α

ν1ν3 + α
. (4.20)

Вычислим

C





u0
v0
s0



 =











(

ν3 − α
ν1

+ a
)

ε cosϕ− bε sinϕ
(

aν3 − aα
ν1

+ a2 − b2
)

ε cosϕ− b
(

ν3 − α
ν1

+ 2a
)

ε sinϕ
√
α
(

2 + a
ν1

)

ε cosϕ− b
√
α

ν1
ε sinϕ











. (4.21)

Тогда





x(0)
w(0)
z(0)



 =











ν3h1

√
α

ν1ν3+α
+

(

ν3 − α
ν1

+ a
)

ε cosϕ− bε sinϕ
(

aν3 − aα
ν1

+ a2 − b2
)

ε cosϕ− b
(

ν3 − α
ν1

+ 2a
)

ε sinϕ

ε sinϕ+
√
α
(

2 + a
ν1

)

ε cosϕ− b
√
α

ν1
ε sinϕ











. (4.22)

Решая систему (4.2) в прямом времени с начальными условиями (4.22), получим траекторию,
сколь угодно близкую к сепаратрисе, выходящей из седлофокуса O1. Далее, переходим от си-
стемы (4.2) к системе двух уравнений, исключая время:



















dw

dx
=

(h1h2 − ν1ν2)x− (ν1 + ν2)w + (h1 − h2)xz − xz2 + ν3z
w+ν1x
h1−z

− x
(

w+ν1x
h1−z

)2

w
,

dz

dx
=

−ν3z + xw+ν1x
h1−z

w
.

(4.23)
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Рис. 8. Гомоклиническая петля седлофокуса, ν1 = 1, ν2 = 4, ν3 = 1, h = 6.5

В окрестности точки O1(x1, 0, z1) числители и знаменатели правых частей последней системы
стремятся к нулю. Поэтому, раскладывая в ряды Тейлора в окрестности особенности и вычисляя
пределы числителя и знаменателя при x → x1 и w(x1) = 0, найдем

w′(x1) =
1

w′(x1)
((h1h2 − ν1ν2)− (ν1 + ν2)w

′(x1) + (h1 − h2)(z1 + x1z
′(x1))− (z21 + 2x1z1z

′(x1)) +

+
ν1ν3x1z

′(x1)

h1 − z1
−

(

ν1x1

h1 − z1

)2

+

(

ν3z1 −
2ν1x

2
1

h1 − z1

)

+
(w′(x1) + ν1)(h1 − z1) + ν1x1z

′(x1)

(h1 − z1)2
),

z′(x1) =
1

w′(x1)

(

−ν3z
′(x1) +

ν1x1

h1 − z1
+ x1

(w′(x1) + ν1)(h1 − z1) + ν1x1z
′(x1)

(h1 − z1)2

)

.

(4.24)

Отсюда при w′(x1) = λ

z′(x1) =
h1

√
α(λ+ 2ν1)

ν1(λ+ ν3)− h1α
. (4.25)

Решая систему (4.2) в обратном времени с начальными условиями

x(0) = − ν3h1
√
α

ν1ν3 + α
+ ε,

w(0) = λε,

z(0) = − h1α

ν1ν3 + α
− h1

√
α(λ+ 2ν1

ν1(λ+ ν3)− h1α
ε,

(4.26)

получим траекторию, сколь угодно близкую к гомоклинической, входящей в седлофокус
O1(x1, 0, z1). Сшивку осуществляем при w = 0.

Если для любого достаточно малого ε и соответствующей константы ϕ при w = 0 значения
x+, z+ на выходящей траектории отличаются на величины порядка O(ε) от значений x−, z− на
входящей траектории, то существование гомоклинической траектории седлофокуса O1(x1, 0, z1)
системы (4.2) и системы (0.1) доказано [7,13].

Расчеты проводились в системе Maple методом Рунге–Кутты 7–8 порядка. Показано, что
для ε = 10−5 и ϕ = 1.19 условия существования гомоклинической траектории седлофокуса
удовлетворяются при ν1 = 1, ν2 = 4, ν3 = 1, h = 6.5 (рис. 8). Особая точка O2(x2, 0, z2) имеет
симметричную гомоклиническую траекторию.

Далее, согласно тeoреме 2 при разрушении каждой из двух гомоклинических спиралей об-
разуется счетное множество предельных циклов [12].
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§5. Старший показатель Ляпунова

Старший показатель Ляпунова является количественной характеристикой систем, обладаю-
щих экспоненциальным разбеганием первоначально близких траекторий. При переходе динами-
ческой системы в область хаоса старший показатель Ляпунова переходит в область положи-
тельных значений [6,7].

Вычислим значения старшего показателя Ляпунова системы (0.1), используя систему в вари-
ациях. Заменяем x1(t) = x(t), x2(t) = y(t), x3(t) = z(t) и обозначим вариации решений системы
по начальным условиям

p1(t) =
∂x1(t)

∂xj(0)
, p2(t) =

∂x2(t)

∂xj(0)
, p3(t) =

∂x3(t)

∂xj(0)
, j = 1, 2, 3. (5.1)

Система уравнений в вариациях вместе с исходной системой имеет вид







































ẋ1 = h1x2 − ν1x1 − x2x3,

ẋ2 = h2x1 − ν2x2 + x1x3,

ẋ3 = −ν3x3 + x1x2,

ṗ1 = h1p2 − ν1p1 − p2x3 − x2p3,

ṗ2 = h2p1 − ν2p2 + p1x3 + x1p3,

ṗ3 = −ν3p3 + p1x2 + x1p2,

(5.2)

с начальными условиями

x1(0) = x10, x2(0) = x20, x3(0) = x30, p1(0) =
1√
3
, p2(0) =

1√
3
, p3(0) =

1√
3
. (5.3)

Показатель Ляпунова вычисляется по формуле

Λ = lim
t→∞

ln
||p(t)||

t
. (5.4)

Результатом численного решения системы (5.2) являются графики зависимости старшего пока-
зателя Ляпунова от одного из бифуркационных параметров.

График старшего показателя Ляпунова соответствует бифуркационной диаграмме системы,
которая вычисляется как множество точек притяжения траекторий системы на больших време-
нах [13].

Рассмотрим в качестве бифуркационного параметра коэффициент диссипации ν3 при фикси-
рованных параметрах ν1 = 1, ν2 = 4, h = 5.875.

На рис. 9, а, б видно, как при ν3 ≈ 0.23 в окрестности положений равновесия O1, O2 старший
показатель Ляпунова после серии удвоений переходит в область положительных значений, что
означает переход в область хаоса. Бифуркационная диаграмма при ν3 ≈ 0.23 также входит
в область хаоса после последовательности бифуркаций устойчивых циклов. Затем при ν3 ≈ 0.26
образуется регулярное окно и новый вход в область хаоса при ν3 ≈ 0.3. Далее происходит
гомоклинический каскад, и образуется странный аттрактор при ν3 ≈ 0.4.

§6. Заключение

Таким образом, в колебательной модели движения пластинки в вязкой жидкости (0.1) при
изменении параметров диссипации ν1, ν2, ν3 и параметров циркуляции h1, h2 найдены бифурка-
ции Андронова–Хопфа рождения предельного цикла в окрестности двух особых точек O1,2 типа
«устойчивый узел-фокус». Для циклов удвоенного периода, охватывающих обе особые точки
O1,2 типа «седлофокус» при изменении параметра диссипации ν3 определены сценарии перехода
к хаосу через каскад бифуркаций удвоения периода цикла Фейгенбаума и субгармонический
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(a) показатель Ляпунова (b) бифуркационная диаграмма

Рис. 9. График старшего показателя Ляпунова и бифуркационная диаграмма, ν1 = 1, ν2 = 4, h = 5.875

каскад бифуркаций периода цикла Шарковского, завершающийся рождением цикла периода
три. Доказано существование гомоклинических траекторий двух седлофокусов O1,2 с помощью
численно-аналитического метода стыковки с наперед заданной погрешностью частей траекто-
рий, входящих в особую точку при t → +∞ и t → −∞ в специальной системе координат. При
разрушении гомоклинических траекторий двух седлофокусов O1,2 происходит заключительный
двойной гомоклинический каскад бифуркаций рождения счетного множества предельных цик-
лов. В результате полного двойного гомоклинического каскада образуется странный аттрактор
лоренцевского типа. График показателя Ляпунова и бифуркационная диаграмма системы под-
тверждают переход колебательной системы к динамическому хаосу при изменении одного из
диссипативных параметров в несколько этапов, между которыми имеются регулярные окна.

Финансирование. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках науч-
ного проекта №18–01–00820.
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We consider the model of chaotic motion of a plate in a viscous fluid, described by an oscillatory system of
three ordinary differential equations with a quadratic nonlinearity. In the course of the bifurcation study of
singular points of the system, maps of the types of singular points are constructed and a surface equation is
found in the space of dissipation and circulation parameters on which the Andronov–Hopf bifurcation of the
limit cycle creation takes place. With a further change in the parameters near the Andronov–Hopf surface,
cascades of the period doubling doubling of the Feigenbaum cycle and the Sharkovsky subharmonic cascades,
ending with the creation of a cycle of period three, are found. Expressions are obtained for saddle numbers
of the saddle–node and two saddle-foci and their plots are plotted in the parameter space. It is shown that
homoclinic cascades of bifurcations are realized in the system with the destruction of homoclinic trajectories
of saddle–foci. The existence of homoclinic trajectories of saddle-foci is proved by a numerical-analytical
method. The graphs of the largest Lyapunov exponent and the bifurcation diagrams show that when the
dissipation coefficients change, the system switches to chaos in several stages.
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