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ÏËÀÒÔÎ�ÌÅ

1

�àññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, óñòàíîâëåííîãî íà ïîäâèæíîé ïëàò�îðìå.

Ïëàò�îðìà âðàùàåòñÿ âîêðóã çàäàííîé âåðòèêàëè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è îäíîâðåìåííî

ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A è ÷àñòîòîé Ω âäîëü âåðòèêàëè. Àìïëèòóäà êîëå-

áàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ìàÿòíèêà ℓ (A = εℓ, 0 < ε ≪ 1). �àññìîòðåíî òðè
òèïà äâèæåíèé. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ ìàÿòíèê íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ïëàò�îðìû è ðàñïîëàãàåò-

ñÿ âäîëü åå îñè âðàùåíèÿ (âèñÿùèé è ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèêè). Äëÿ òðåòüåãî òèïà äâèæåíèé ìàÿòíèê

ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïëàò�îð-

ìû. Ýòè êîëåáàíèÿ èìåþò àìïëèòóäó ïîðÿäêà ε è ïðè ε = 0 ïåðåõîäÿò â ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ìàÿòíèê ñîñòàâëÿåò ïîñòîÿííûé óãîë ñ âåðòèêàëüþ. Òðåòèé òèï äâèæåíèÿ ñó-

ùåñòâóåò, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïëàò�îðìû äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ (ω2ℓ > g, ãäå g � óñêîðåíèå

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ). Â ñòàòüå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òðåõ òèïîâ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà

äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ε. �àññìîòðåíû êàê íåðåçîíàíñíûå ñëó÷àè, òàê è ñëó÷àè, êîãäà â ñèñòåìå ðåàëèçó-

þòñÿ ðåçîíàíñû âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Â ïðîñòðàíñòâå òðåõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è g/(ω2ℓ), Ω/ω è ε âûäåëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Èñ-

ñëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà êëàññè÷åñêèå ìåòîäû è àëãîðèòìû Ëÿïóíîâà, Ïóàíêàðå è Áèðêãî�à, à òàêæå

íà ñîâðåìåííûå ìåòîäû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ïîìîùè ÊÀÌ-òåîðèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàÿòíèê, ðåçîíàíñ, ñèñòåìà �àìèëüòîíà, óñòîé÷èâîñòü.

DOI: 10.20537/vm180210

Ââåäåíèå

�àññìîòðèì äâèæåíèå ìàÿòíèêà â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Ïóñòü O∗x∗y∗z∗ � íåïîäâèæ-

íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñü O∗z∗ êîòîðîé íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ (ðèñ. 1), à O′x′y′z′ �
ñèñòåìà êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ ïëàò�îðìîé, íà êîòîðîé óñòàíîâëåí ìàÿòíèê (íå ïî-

êàçàííàÿ íà ðèñ. 1 îñü O′z′ íàïðàâëåíà âäîëü îñè O∗z∗). Ïëàò�îðìà ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíîé: îíà

âðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëè O∗z∗ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è îäíîâðåìåííî ñîâåð-

øàåò âäîëü âåðòèêàëè ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A è ÷àñòîòîé Ω. Ìàÿòíèê ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó P ìàññîé m, ïðèêðåïëåííóþ ê êîíöó íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ

äëèíîé ℓ. Äðóãîé êîíåö ñòåðæíÿ æåñòêî ñîåäèíåí ñ îñüþ öèëèíäðè÷åñêîãî øàðíèðà O, êîòîðàÿ
ãîðèçîíòàëüíà è íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè Ox′z′. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àìïëèòóäà A âåðòèêàëüíûõ

êîëåáàíèé ïëàò�îðìû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ℓ ñòåðæíÿ OP (A = εℓ, 0 < ε ≪ 1).

Èññëåäîâàíèÿ ïî äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, îäíà èç òî÷åê êîòîðîãî ñîâåðøàåò çàäàííîå äâè-

æåíèå, èìåþò áîëåå ÷åì ñòîëåòíþþ èñòîðèþ. Ïîäðîáíóþ áèáëèîãðà�èþ îòíîñÿùèõñÿ ñþäà

êëàññè÷åñêèõ è íåäàâíèõ ïóáëèêàöèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1�8℄. Èçëàãàåìîå íèæå èññëåäî-

âàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [9,10℄. Â ñòàòüå [9℄ äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ε èññëåäîâà-
ëèñü ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ÷àñòîòà Ω âåðòèêàëüíûõ

êîëåáàíèé ïëàò�îðìû, íà êîòîðîé óñòàíîâëåí ìàÿòíèê, âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé

√

g/l
ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè íåïîäâèæíîé ïëàò�îðìå. Â [10℄ èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò �14�21�00068) â Ìîñêîâ-

ñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå (íàöèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå) è Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè

èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ.
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�èñ. 1. Ñõåìà ìàÿòíèêà, óñòàíîâëåííîãî íà ïîäâèæíîé ïëàò�îðìå

äâèæåíèÿ, ïåðåõîäÿùèå ïðè ε = 0 â íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè åãî íåâåð-

òèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà âðàùàþùåéñÿ ïëàò�îðìå. Òàêîå ðàâíîâåñèå îòâå÷àåò îñ-

íîâíîìó ðåæèìó ðàáîòû ðåãóëÿòîðà Óàòòà è åãî ìîäè�èêàöèé, îíî ñóùåñòâóåò, åñëè ω >
√

g/l.

Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷å-

ñêèõ (â ñâÿçàííîé ñ ïîäâèæíîé ïëàò�îðìîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O′x′y′z′) äâèæåíèé ìàÿòíèêà

ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó 2π/Ω ãàðìîíè÷åñêèõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïëàò�îðìû. Ïðè

ε = 0 ýòè äâèæåíèÿ ïåðåõîäÿò â ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî ïëàò�îðìû.

Èññëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû è àëãîðèòìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé è ÊÀÌ-

òåîðèþ [11�17℄.

� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèê îñòàåòñÿ âî âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ ïëàò�îðìîé âåðòèêàëü-

íîé ïëîñêîñòè O′y′z′. Â ñèñòåìå O∗x∗y∗z∗ ïîëîæåíèå òî÷êè P çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè

x∗ = −l sinϕ sinωt, y∗ = l sinϕ cos ωt, z∗ = −A cos Ωt− l cosϕ+O′O (O′O − const),

ãäå ϕ � óãîë, êîòîðûé ñòåðæåíü OP ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ (ðèñ. 1). Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå L = mv2∗/2−mgz∗, ãäå v∗ � ñêîðîñòü òî÷êè P . Åñëè çà íåçàâèñèìóþ

ïåðåìåííóþ ïðèíÿòü áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = Ωt, òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ìàÿòíèêà çàïèøåòñÿ â âèäå

ϕ̈+
1

β2
(α− cosϕ) sinϕ+ ε cos τ sinϕ = 0, (1.1)

ãäå òî÷êîé îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî τ , à α è β � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, îïðåäå-

ëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

α =
g

ω2l
, β =

Ω

ω
.
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Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå ϕ̇ = pϕ, òî óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

dϕ

dτ
=

∂H

∂pϕ
,

dpϕ
dτ

= −∂H

∂ϕ
(1.2)

ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà

H = H0 + εH1, (1.3)

ãäå

H0 =
1

2
p2ϕ − 1

β2

(

α cosϕ− 1

4
cos 2ϕ

)

, H1 = −ε cos τ cosϕ.

� 2. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà

Ïðè îòñóòñòâèè âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïëàò�îðìû (ε = 0) ìàÿòíèê ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ïî-

ëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ ïëàò�îðìû. Â ýòèõ ïîëîæåíèÿõ pϕ = 0,
à óãîë ϕ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì sinϕ (α− cosϕ) = 0. Âîçìîæíû òðè òèïà ðàâíîâåñèÿ:

ϕ = ϕ1 = 0, ϕ = ϕ2 = π (2.1)

è

ϕ = arccosα. (2.2)

Äëÿ ðàâíîâåñèé (2.1) ìàÿòíèê ðàñïîëîæåí íà âåðòèêàëè O∗z∗. Ýòè ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâó-

þò ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α. Äëÿ ðàâíîâåñèÿ æå (2.2) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ α 6 1.
Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé (2.1) è (2.2) ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåì Ëàãðàíæà

è Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì [16℄. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [18℄), ÷òî

ðàâíîâåñèå ϕ = 0 (âèñÿùèé ìàÿòíèê) íåóñòîé÷èâî ïðè α < 1 è óñòîé÷èâî ïðè α > 1, ðàâíîâåñèå
ϕ = π (îïðîêèíóòûé ìàÿòíèê) âñåãäà íåóñòîé÷èâî, à ðàâíîâåñèå (2.2) óñòîé÷èâî â îáëàñòè

åãî ñóùåñòâîâàíèÿ α 6 1. Â ïëîñêîñòè α, ϕ òî÷êà α = 1, ϕ = 0 ÿâëÿåòñÿ áè�óðêàöèîííîé,

â íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ èìååò äâîéíîé íóëåâîé êîðåíü. Áè�óðêàöèîííàÿ òî÷êà äàëåå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Èç óðàâíåíèÿ (1.1) (èëè èç ñèñòåìû (1.2)) âèäíî, ÷òî ðàâíîâåñèÿ (2.1), îòâå÷àþùèå âèñÿ-

ùåìó è îïðîêèíóòîìó ìàÿòíèêàì, ñóùåñòâóþò è ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïëàò-

�îðìû (êîãäà ε 6= 0). �àâíîâåñèå æå (2.2) ïðè ε 6= 0 îòñóòñòâóåò. Èç íåãî ïðè 0 < ε ≪ 1 ìîãóò
ðîæäàòüñÿ ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ ïåðèîäîì 2π ïî τ . Ïóñòü δ � ÷àñòîòà ìàëûõ

(ëèíåéíûõ) êîëåáàíèé ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè åãî ðàâíîâåñèÿ (2.2), ñóùåñòâóþùåãî ïðè ε = 0:

δ =

√
1− α2

β
. (2.3)

Åñëè âåëè÷èíà δ íå áëèçêà ê öåëîìó ÷èñëó (òî åñòü èìååò ìåñòî íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé òåîðèè

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé Ïóàíêàðå äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì [15℄), òî ïðè ìàëûõ ε èç ðàâ-

íîâåñèÿ (2.2) ðîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïî ε, 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ äâèæåíèå

ìàÿòíèêà. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕ = ϕ3 = arccosα− ε · βδ cos τ
δ2 − 1

+ ε2 · αβ(δ
2 + 2)(2− δ2 cos2 τ)

2δ(δ2 − 1)2(δ2 − 4)
+ . . . , pϕ =

dϕ

dτ
, (2.4)

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû ðÿäà, ïîðÿäîê êîòîðûõ ïî ε âûøå âòîðîãî.
Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó òðåõ òèïîâ (2.1) è (2.4) äâèæåíèé

ìàÿòíèêà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε.
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� 3. Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ϕ = ϕ2 = π

Íàèáîëåå ïðîñòî ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ âòîðîãî òèïà ϕ = ϕ2 = π,
pϕ = 0, îòâå÷àþùåãî ïåðåâåðíóòîìó ìàÿòíèêó.

Åñëè â (1.1) ïîëîæèòü ϕ = π + q, τ = π + ζ, òî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî

äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ Ìàòüå:

d2q

dζ2
+
(

−κ
2 + ε cos ζ

)

q = 0, κ =

√
α+ 1

β
. (3.1)

Ïðè ε = 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü κ.

Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé óðàâíåíèÿ (3.1) ïî ïàðàìåòðó ε [15℄,
ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê íåóñòîé-

÷èâ [16℄. Ïðè÷åì íå òîëüêî â ïåðâîì (ëèíåéíîì) ïðèáëèæåíèè, íî è â ñòðîãîé íåëèíåéíîé

ïîñòàíîâêå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε2 âêëþ÷èòåëüíî îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ α, β, ε çàäàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [17℄) íåðàâåíñòâîì

ε2 < 2κ2. (3.2)

Â ðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ íåðàâåíñòâî (3.2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A2Ω2 < 2ω2ℓ2 + 2gℓ.

Òî åñòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Ω ìû âûõîäèì èç îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Ýòîò �àêò ñîãëà-

ñóåòñÿ ñ âûâîäàìè îá óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà íà âðàùàþùåéñÿ è âèáðèðóþùåé

ïëàò�îðìå, ïîëó÷åííûìè ðàíåå [9℄.

� 4. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè âèñÿùåãî ìàÿòíèêà

Âèñÿùåìó ìàÿòíèêó îòâå÷àåò ðåøåíèå ïåðâîãî òèïà ϕ = ϕ1 = 0, pϕ = 0. Ïîëîæèì â

�óíêöèè �àìèëüòîíà (1.3) ϕ = q, pϕ = p è ðàçëîæèì åå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì q, p. Åñëè îòáðîñèòü
ñëàãàåìîå, íå çàâèñÿùåå îò q è p, òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ

â âèäå

H =

∞
∑

k=1

H2k, (4.1)

ãäå H2k � �îðìà ÷åòíîé ñòåïåíè 2k îòíîñèòåëüíî q, p ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé τ êîý��èöèåíòàìè. Ïåðâûå äâå �îðìû ðÿäà (4.1) áóäóò òàêèìè:

H2 =
1

2

(

p2 +
α− 1

β2
q2
)

+
1

2
ε cos τq2,

H4 =
4− α

24β2
q4 − 1

24
ε cos τq4.

Çàäàâàåìûå �îðìîé H2 ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ Ìàòüå:

d2q

dτ2
+

(

α− 1

β2
+ ε cos τ

)

q = 0. (4.2)

Ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðèì äâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèõñÿ îäèí îò äðóãîãî ñëó÷àÿ:

0 < α < 1 è α > 1.
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4.1. Î íåóñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå 0 < α < 1
Åñëè 0 < α < 1, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü (â ñòðî-

ãîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è). Êàê è â ñëó÷àå ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, ýòî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî ïðè ε = 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé èìååò ïî-

ëîæèòåëüíûé êîðåíü (â ñëó÷àå âèñÿùåãî ìàÿòíèêà ðàâíûé

√
1− α/β). Ïðè ìàëûõ ε îáëàñòü

íåóñòîé÷èâîñòè çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

ε2 < 2
1− α

β2
.

Â ðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ ýòî íåðàâåíñòâî èìååò âèä

A2Ω2 < 2ω2ℓ2 − 2gℓ.

4.2. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå α > 1
1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Åìó îòâå÷àåò ëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (4.2).

Ïðè ε = 0 ïåðâîå ïðèáëèæåíèå îïèñûâàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé δ, âû÷èñëÿåìîé ïî

�îðìóëå

δ =

√
α− 1

β
. (4.3)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïàðàìåòðîâ α, β, ε âîçíèêàþò îáëàñòè íåóñòîé÷è-

âîñòè (îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà). Ýòè îáëàñòè ïðè ε = 0 âûðîæäàþòñÿ â êðèâûå

â ïëîñêîñòè α, β, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè

2δ = n (n = 1, 2, . . .). (4.4)

Â ïëîñêîñòè δ2, ε îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà èñõîäÿò èç òî÷åê δ2 = n2/4, ε = 0,
à ïðè ε 6= 0 çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

f−

n (ε) +
n2

4
< δ2 <

n2

4
+ f+

n (ε). (4.5)

Ôóíêöèè f+
n è f−

n , çàäàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïðàâóþ (γ+n ) è ëåâóþ (γ−n ) ãðàíèöû îáëàñòè (4.5),

àíàëèòè÷íû ïî ε. Ïðè n = 1, 2, 3, 4, íàïðèìåð, äëÿ ýòèõ �óíêöèé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ïðåäñòàâëåíèÿ [17℄:

f±

1
= ±1

2
ε+O

(

ε2
)

, f+

2
=

5

12
ε2 +O

(

ε4
)

, f−

2
= −1

2
ε2 +O

(

ε4
)

,

f±

3
=

1

16
ε2 ± 1

32
ε3 +O

(

ε4
)

, f+
4

=
1

30
ε2 +

433

216000
ε4 +O

(

ε6
)

, f−

4
=

1

30
ε2 − 317

216000
ε4 +O

(

ε6
)

.

Åñëè ïàðàìåòðû α, β, ε ëåæàò âíóòðè êàêîé-ëèáî èç îáëàñòåé (4.5), òî èññëåäóåìîå ðàâ-

íîâåñèå ìàÿòíèêà íåóñòîé÷èâî (â ñòðîãîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è). Äëÿ çíà÷åíèé æå

ïàðàìåòðîâ, ëåæàùèõ âíå îáëàñòåé (4.5) èëè íà èõ ãðàíèöàõ γ+n , γ
−
n , òðåáóåòñÿ èññëåäîâàíèå

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

2. Ïðè àíàëèçå íåëèíåéíîé çàäà÷è ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòðû α, β, ε
ëåæàò âíå îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (4.5). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé

2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî τ êàíîíè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ q, p → Q,P �óíêöèÿ �àìèëüòîíà âîç-

ìóùåííîãî äâèæåíèÿ (4.1) ìîæåò áûòü [17℄ ïðèâåäåíà ê òàêîé �îðìå F (Q,P, τ) = F2 + F4 + . . .,
â êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà F2 èìååò âèä

F2 =
1

2
λ
(

Q2 + P 2
)

,
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ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷åì λ = δ +O
(

ε2
)

, ãäå δ çàäàåòñÿ �îðìóëîé (4.3).

�àçëîæåíèå �óíêöèè F â ðÿä, êàê è èñõîäíîå ðàçëîæåíèå (4.1), íå ñîäåðæèò �îðì íå÷åò-

íûõ ñòåïåíåé. Ïîýòîìó [13℄ ïðè ïîìîùè íåëèíåéíîãî, áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííîìó, 2π-ïåðèîäè-
÷åñêîãî ïî τ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áèðêãî�à Q,P → ξ, η �óíêöèþ F ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåé

(íîðìàëüíîé) �îðìå Γ:

Γ = λ r + [c2 + b2 cos(4θ − 4λτ − θ∗)] r
2 +O

(

r3
)

, (4.6)

ãäå c2, b2, θ∗ � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, à

ξ =
√
2r sin θ, η =

√
2r cos θ.

Êîý��èöèåíò b2 â (4.6) ðàâåí íóëþ, åñëè â ñèñòåìå íåò ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (òî åñòü

÷èñëî 4λ íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì); åñëè æå òàêîé ðåçîíàíñ åñòü, òî âåëè÷èíà b2 íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà
íóëþ, íî îíà ñêîëü óãîäíî ìàëà ïðè ε → 0. Äëÿ êîý��èöèåíòà c2 ìîæíî (ïî �îðìóëàì èç [13℄)

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

c2 =
4− α

16(α− 1)
+O

(

ε2
)

. (4.7)

Åñëè α 6= 4, òî (íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |c2| > |b2|. Îòñþäà ñëåäóåò [13℄, ÷òî åñëè

ïàðàìåòðû α, β, ε ëåæàò âíå îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ïðè÷åì α 6= 4, òî äëÿ äî-

ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ε ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, îòâå÷àþùåå âèñÿùåìó ìàÿòíèêó, óñòîé÷èâî
ïî Ëÿïóíîâó.

Òåïåðü, ñëåäóÿ [19℄, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòðû α, β, ε ëåæàò íà êàêîé-ëèáî èç

ãðàíèö γ+n , γ
−
n îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Çäåñü âàæíî ïîâåäåíèå (âîçðàñòàíèå èëè

óáûâàíèå) ÷àñòîòû δ+2c2r ìàëûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé (â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ε = 0) ñ ðîñòîì
èõ àìïëèòóäû; ïðè ïîëîæèòåëüíîì c2 ÷àñòîòà âîçðàñòàåò, à ïðè îòðèöàòåëüíîì � óáûâàåò.

Èç (4.7) âèäíî, ÷òî ïðè ε = 0 êîý��èöèåíò c2 ïîëîæèòåëåí, åñëè 1 < α < 4, è îòðèöàòåëåí,
åñëè α > 4. Ïîýòîìó [19℄ åñëè 1 < α < 4, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íà ãðàíèöàõ γ+n èìååò ìåñòî

óñòîé÷èâîñòü, à íà ãðàíèöàõ γ−n � íåóñòîé÷èâîñòü; åñëè æå α > 4, òî, íàîáîðîò, íà ãðàíèöàõ γ+n
áóäåò íåóñòîé÷èâîñòü, à íà ãðàíèöàõ γ−n óñòîé÷èâîñòü.

� 5. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (2.4)

Ââåäåì âîçìóùåíèÿ q è p, ïîëîæèâ

ϕ = ϕ3 + q, pϕ =
dϕ3

dτ
+ p, (5.1)

ãäå ϕ3 çàäàåòñÿ ïåðâûì èç ðàâåíñòâ (2.4). Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

G(q, p, τ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

G = H +
d2ϕ3

dτ2
q − dϕ3

dτ
p,

ãäå H � �óíêöèÿ (4.1), â êîòîðîé ñäåëàíà çàìåíà (5.1).

Â ðàçëîæåíèè �óíêöèè G â ðÿä ÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî q è p îòñóòñòâóþò, è

åñëè åùå îòáðîñèòü ÷ëåí, íå çàâèñÿùèé îò q è p, òî ýòî ðàçëîæåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

G = G2 +G3 +G4 + . . .+Gk + . . . , (5.2)

ãäå Gk � �îðìà ñòåïåíè k îòíîñèòåëüíî q, p ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî τ êîý��èöèåíòàìè. Äëÿ

ïåðâûõ òðåõ �îðì ðàçëîæåíèÿ (5.2) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

G2 =
1

2
p2 +

1

2

{

δ2 − ε · α(2δ
2 + 1)

δ2 − 1
cos τ − ε2

2(δ2 − 1)2

[

β2δ4 − 2β2δ2 + 3 +

+
δ2(β2δ4 − 12β2δ2 − 4β2 + 9)

δ2 − 4
cos 2τ

]

+O
(

ε3
)

}

q2, (5.3)



246 À.Ï. Ìàðêååâ, Ä.À. Ñóõîðó÷êèí

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 2

G3 =
1

2β

{

αδ + ε · δ(6β
2δ2 + β2 − 3)

3(δ2 − 1)
cos τ − ε2

α

12δ(δ2 − 1)2

[

3(2β2δ4 + δ2 −

− 4β2δ2 + 2) +
δ2(3δ2 + 6β2δ4 − 64β2δ2 + 6− 8β2)

δ2 − 4
cos 2τ

]

+O
(

ε3
)

}

q3,

G4 =

[

3− 7β2δ2

24β2
+O(ε)

]

q4.

5.1. Àíàëèç ëèíåéíîé çàäà÷è

1. Ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (5.3).

Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ α, β, ε ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ðåçîíàíñà. Ïðè ε = 0 ýòè îáëàñòè âûðîæäàþòñÿ â êðèâûå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè α, β. Ýòè
êðèâûå îòâå÷àþò ïîëóöåëûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èíû δ:

2δ = n (n = 1, 3, 5, . . .).

Â îòëè÷èå îò (4.4), çäåñü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðèíèìàåò òîëüêî íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê

èññëåäóåìîå äâèæåíèå (2.4) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî âåëè÷èíà δ îòëè÷íà îò öåëîãî
÷èñëà.

�àññìîòðèì îáëàñòü ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, äëÿ êîòîðîé ïðè ε = 0 âåëè÷èíà δ ðàâ-

íà 1/2. Âû÷èñëåíèÿ ïî èçâåñòíûì àëãîðèòìàì [17℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà îáëàñòü çàäàåòñÿ íåðà-

âåíñòâîì

1

2
− εα+O

(

ε2
)

< δ <
1

2
+ εα+O

(

ε2
)

. (5.4)

Îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, îòâå÷àþùèå n = 3, 5, . . ., îáíàðóæèâàþòñÿ â 3-ì, 5-ì

è áîëåå âûñîêèõ ïðèáëèæåíèÿõ ïî ε è çäåñü íå àíàëèçèðóþòñÿ.

Åñëè ïàðàìåòðû α, β, ε ëåæàò â êàêîé-ëèáî èç îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, òî

ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå (2.4) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

2. Âíå îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü â ëèíåéíîì ïðèáëè-

æåíèè. Çäåñü ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ïî τ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

q, p → x, y èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó. Âû÷èñëåíèÿ ïî àë-

ãîðèòìó èç [17℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ÷àñòîòû µ ýòîãî îñöèëëÿòîðà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:

µ = δ − ε2 · 2(2δ
4 + 8δ2 − 1)− β2δ2(13δ2 − 1)

4δ(δ2 − 1)2(4δ2 − 1)
+O

(

ε3
)

. (5.5)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ x, y �óíêöèÿ �àìèëüòîíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (5.2) çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå ðÿäà

h =
1

2
µ
(

x2 + y2
)

+ h3 + h4 + . . .+ hk + . . .

(

hk =
∑

r+s=k

hrs(τ)x
rys

)

. (5.6)

Êîý��èöèåíòû �îðìû òðåòüåé ñòåïåíè h3 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:

h30 =
α

2
√
δ β

+ ε · 6(δ
2 + 2) + β2(6δ4 − 11δ2 − 1)

6
√
δ β(δ2 − 1)(4δ2 − 1)

cos τ +

+
ε2α

48(δ2 − 1)2(4δ2 − 1)2δ5/2β
(a+ b cos 2τ) +O

(

ε3
)

, (5.7)

a = 3 ·
[

2 + 204δ4 − 96δ8 − 56δ6 + β2δ2(96δ8 + 104δ6 − 63δ2 + 1− 12δ4)
]

,
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b = − δ2

(δ2 − 1)(δ2 − 4)
·
[

1032δ8 + 1728δ4 − 708δ6 − 336 + 30δ2 − 288δ10 +

+ (332δ2 + 64− 1176δ10 + 1013δ6 − 1689δ4 + 288δ12 + 196δ8)β2
]

;

h21 = −ε · 3α2
√
δ (2δ2 + 1)

β(δ2 − 1)(4δ2 − 1)
sin τ − ε2 · α

√
δ c sin 2τ

16β(δ2 − 4)(4δ2 − 1)2(δ2 − 1)3
+O

(

ε3
)

, (5.8)

c = 144δ8 + 108δ6 − 1296δ4 + 234δ2 + 324 +
(

96δ10 − 1124δ8 + 1379δ6 + 333δ4 − 328δ2 − 32
)

β2;

h12 = ε2 · 3α
3δ3/2(2δ2 + 1)2(1− cos 2τ)

β(δ2 − 1)2(4δ2 − 1)2
+O

(

ε3
)

; h03 = O
(

ε3
)

. (5.9)

Êîý��èöèåíò h40 �îðìû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè h4 çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

h40 =
3− 7β2δ2

24δ2β2
+O(ε),

îñòàëüíûå ÷åòûðå êîý��èöèåíòà ýòîé �îðìû áåñêîíå÷íî ìàëû ïðè ε → 0.
5.2. �åçóëüòàòû íåëèíåéíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ñëó÷àåâ, êîãäà àíàëèçà òîëüêî ëèíåéíîé çàäà÷è

íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãèå âûâîäû îá óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäè÷å-

ñêîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà (2.4).

1. Ïóñòü ïàðàìåòðû α, β, ε ëåæàò âíå îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è íå ïîïàäàþò

íà ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà

3µ = n, (5.10)

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî (íå êðàòíîå òðåì, ïîñêîëüêó ïðè ε = 0 âåëè÷èíà µ = δ, à δ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ îòëè÷íûì îò öåëîãî ÷èñëà). Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî îòñóòñòâóþò è ðåçîíàíñû ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà

4µ = n, (5.11)

ãäå n íå êðàòíî äâóì èëè ÷åòûðåì.

Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (5.6) ïðè ïîìîùè áëèçêîãî ê òîæ-

äåñòâåííîìó 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ïî τ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áèðêãî�à x, y → ξ, η ìîæåò áûòü [13℄

ïðèâåäåíà ê âèäó

h = µr + c2r
2 +O

(

r5/2
)

, (5.12)

ãäå 2r = ξ2 + η2, à c2 � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò, êîòîðûé, êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ,

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

c2 = − 1 + 2α2

4(1− α2)
+O

(

ε2
)

. (5.13)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε êîý��èöèåíò c2 îòëè÷åí îò íóëÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî [13℄, ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå (2.4) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Ýòîò âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè ñïðàâåäëèâ è ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-

êà (5.11), òàê êàê òîãäà, âìåñòî �óíêöèè �àìèëüòîíà (5.12), ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áèðêãî�à �óíêöèþ h âèäà

h = µr + [c2 + b2 cos(4θ − nτ − θ∗)] r
2 +O

(

r5/2
)

,
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ãäå θ∗, b2 � ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì b2 → 0 ïðè ε → 0. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε âûïîëíåíî óñëîâèå

|c2| > |b2|, äîñòàòî÷íîå äëÿ óñòîé÷èâîñòè.

2. �àññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñû òðåòüåãî ïîðÿäêà. Èç ñ÷åòíîãî èõ ìíîæåñòâà (5.10) èññëå-

äóåì òîëüêî äâà ðåçîíàíñà, êîãäà n = 1 èëè n = 2. �àññìîòðåíèå îñòàëüíûõ ðåçîíàíñîâ, äëÿ

êîòîðûõ n > 4, òðåáóåò ó÷åòà â ðàçëîæåíèÿõ (2.4) è (5.7)�(5.9) ÷ëåíîâ âûøå âòîðîé ñòåïåíè

îòíîñèòåëüíî ε.
Ïóñòü n = 1. Èç (2.3) è (5.5) ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå α, β, ε óðàâíåíèå ðåçîíàíñíîé

ïîâåðõíîñòè 3µ = 1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

β = 3
√

1− α2

[

1 + ε2
81

640
(18α2 − 25)

]

+O
(

ε3
)

. (5.14)

Ïðåîáðàçîâàíèå Áèðêãî�à x, y → ξ, η ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè �óíêöèþ �àìèëüòîíà (5.6) ê òàêîé

�îðìå:

h = µ r + d r3/2(cos 3θ − 3µ τ − θ∗) +O
(

r2
)

, (5.15)

ãäå θ∗ è d � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì, êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì ãëàâû 3

ðàáîòû [13℄, âåëè÷èíà d çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

d = ε · 12
√
6 (4α2 − 1)√
1− α2

+O
(

ε3
)

. (5.16)

Èç (5.14) è (5.16) âèäíî, ÷òî íà ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè 3µ = 1 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ñóùåñòâóåò êðèâàÿ, íà êîòîðîé âåëè÷èíà d îáðàùàåòñÿ â íóëü; ïðè ε = 0 êðèâàÿ èñõîäèò èç

òî÷êè ïëîñêîñòè α, β, â êîòîðîé α = 1/2, β = 3
√
3/2. Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β, ε,

ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè 3µ = 1 è íå ïîïàäàþùèõ íà ýòó êðèâóþ, ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå (2.4)
íåóñòîé÷èâî [13℄. Íà ñàìîé æå êðèâîé èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü, òàê êàê íà íåé �óíêöèÿ

�àìèëüòîíà (5.6) ïðèâîäèòñÿ ê �îðìå (5.12), â êîòîðîé µ = 1/3, à âåëè÷èíà c2 = −1/2+O
(

ε2
)

è ïðè ìàëûõ ε îòëè÷íà îò íóëÿ.
Ïóñòü òåïåðü n = 2. Íà ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè 3µ = 2 �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (5.6) ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó (5.15), ïðè÷åì

d = ε2 · 27
√
3α(56α2 + 37)

320
√
1− α2

+O
(

ε3
)

.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d 6= 0. Ïîýòîìó [13℄ ïðè ìàëûõ ε íà âñåé

ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè 3µ = 2 ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå (2.4) íåóñòîé÷èâî.
3. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðè ìàëûõ ε íà ïðàâîé ãðàíèöå δ = 1/2 + εα + O

(

ε2
)

îáëàñòè ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (5.4) ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå (2.4) íåóñòîé÷èâî, à íà ëåâîé ãðàíèöå

δ = 1/2 − εα + O
(

ε2
)

� óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî [19℄, ÷òî âåëè÷èíà c2
èç (5.13) îòðèöàòåëüíà, åñëè ε � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà.
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The motion of a mathemati
al pendulum mounted on a movable platform is 
onsidered. The platform rotates

around a given verti
al with a 
onstant angular velo
ity ω and simultaneously exe
utes harmoni
 os
illations

with amplitude A and frequen
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al. The amplitude of os
illations is assumed to be small in
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omparison with the length ℓ of the pendulum (A = εℓ, 0 < ε ≪ 1). Three types of motions are 
onsidered.

For the �rst two types, the pendulum is stationary relative to the platform and is lo
ated along its axis of

rotation (hanging and inverted pendulum). For the third type of motions, the pendulum performs periodi


os
illations with a period equal to the period of verti
al os
illations of the platform. These os
illations have

an amplitude of order ε and at ε = 0 be
ome relative equilibrium positions, in whi
h the pendulum is a


onstant angle from the verti
al. The motion of the third type exists if the angular velo
ity of rotation of

the platform is large enough (ω2ℓ > g, g is a

eleration of gravity). In this paper, the problem of stability

of these three types of pendulum motions for small values of ε is solved. Both nonresonant 
ases and 
ases

where resonan
es of the se
ond, third and fourth orders o

ur in the system are 
onsidered. In the spa
e of

three dimensionless parameters of the problem, Lyapunov's stability and instability regions are singled out.

The study is based on 
lassi
al methods and algorithms due to Lyapunov, Poin
aré and Birkho�, as well as

on modern methods of dynami
al system analysis using Kolmogorov�Arnold�Moser (KAM) theory.
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