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�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåäóðà âñòðàèâàíèÿ îïòèìèçèðóåìûõ �ðàãìåíòîâ ìàðøðóòíûõ ðåøåíèé â ãëî-

áàëüíûå ðåøåíèÿ ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è, îïðåäåëÿåìûå ýâðèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ìàðøðóòèçàöèè ó÷èòûâàåò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíæåíåðíîé çàäà÷è î ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåçêå äåòà-

ëåé, èìåþùèõ êàæäàÿ îäèí âíåøíèé è, âîçìîæíî, íåñêîëüêî âíóòðåííèõ êîíòóðîâ. Ïîñëåäíèå äîëæíû

ïîäâåðãàòüñÿ ðåçêå ðàíüøå âíåøíåãî, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøîìó ÷èñëó óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Äàí-

íûå óñëîâèÿ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â èíòåðåñàõ ñíèæåíèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Òåì íå ìåíåå ðàçìåð-

íîñòü çàäà÷è îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ¾ãëîáàëüíîå¿ äè-

íàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è âûíóæäàåò ê èñïîëüçîâàíèþ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (èññëåäóåìàÿ

çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó òðóäíîðåøàåìûõ â òðàäèöèîííîì ïîíèìàíèè). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ êîððåêöèè ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå óïîìÿíóòûõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå òàêàÿ êîððåêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì çàìåíû �ðàãìåíòîâ (óïîìÿíóòûõ ðåøåíèé), èìåþ-

ùèõ óìåðåííóþ ðàçìåðíîñòü, îïòèìàëüíûìè ¾áëîêàìè¿, êîíñòðóèðóåìûìè íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

èñõîäíîé ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è. Ïðåäëàãàåìàÿ çàìåíà íå óõóäøàåò, à, â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ, óëó÷øàåò êà-

÷åñòâî èñõîäíîãî ¾ýâðèñòè÷åñêîãî¿ ðåøåíèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì íà

ìíîãîÿäåðíîé ÏÝÂÌ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â èòåðàöèîííîì ðåæèìå: ïîëó÷åííîå ïîñëå ïåðâîé âñòàâêè

íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèå â âèäå ïàðû ¾ìàðøðóò�òðàññà¿ ïðèíèìàåòñÿ çà

èñõîäíîå, äëÿ êîòîðîãî âíîâü êîíñòðóèðóåòñÿ âñòàâêà. Ïðè ýòîì íà÷àëî ýòîé íîâîé âñòàâêè âûáèðàåò-

ñÿ ñëó÷àéíî â ïðåäåëàõ, îïðåäåëÿåìûõ âîçìîæíîñòÿìè �îðìèðîâàíèÿ ñêîëüçÿùåãî ¾îêíà¿ îùóòèìîé,

íî âñå æå äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýêîíîìè÷íîé âåðñèè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàç-

ìåðíîñòè. Äàëåå ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ. �àáîòà èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà èëëþñòðèðóåòñÿ ðåøåíèåì

ìîäåëüíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ âàðèàíòû ñ äîñòàòî÷íî ïëîòíîé ¾óïàêîâêîé¿ çàãîòîâîê äåòàëåé íà ëèñòå,

÷òî òèïè÷íî äëÿ ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî ïðîèçâîäñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóòíàÿ çàäà÷à, óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ââåäåíèå

Èçâåñòíàÿ òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ) [1�3℄ ÿâëÿåòñÿ ïðîòîòèïîì ìíîãèõ

çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àþùèõ ýëåìåíòû, îáóñëîâëåííûå èíæåíåðíûìè ïðèëî-

æåíèÿìè (â [1℄ óêàçàí öåëûé ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷ òàêîãî ðîäà). Â óïîìÿíóòûõ ïîñòà-

íîâêàõ îáû÷íî ïðèñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà ïðîöåññ ðåøåíèÿ è ïðè-

âîäÿùèå ê èíûì, â ñðàâíåíèè ñ ÇÊ, òðóäíîñòÿì. Îäíà èç ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùàÿ

â ìàøèíîñòðîåíèè, ñâÿçàíà ñ ìàðøðóòèçàöèåé ðåçêè äåòàëåé [4,5℄, äîñòàòî÷íî ïëîòíî ¾óïàêî-

âàííûõ¿ íà ëèñòå; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåçêà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ìàøèíàõ ñ ÷èñëîâûì ïðîãðàì-

ìíûì óïðàâëåíèåì (×ÏÓ). �àçìåðíîñòü óïîìÿíóòîé êîíêðåòíîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî âåëèêà,

÷òî âûíóæäàåò ê èñïîëüçîâàíèþ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Â òî æå âðåìÿ ïîñëå íàõîæäåíèÿ

ðåøåíèé íà îñíîâå óïîìÿíóòûõ àëãîðèòìîâ ìîæåò âîçíèêàòü åñòåñòâåííàÿ ïîòðåáíîñòü â èñ-

ïðàâëåíèè îòäåëüíûõ íåóäà÷íûõ �ðàãìåíòîâ, çàìåíû ¾êóñêîâ¿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ óëó÷øåí-

íûìè êîìïîíåíòàìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäíèõ ïðèìåíÿþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå ïðîöåäóðû,

âîñõîäÿùèå ê [6℄.
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� 1. Îáùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ñâÿçêè);

△
= îáîçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, à def çàìåíÿåò �ðàçó ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Ñåìåéñòâîì

íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Êàê ïðàâèëî, áóäåì ãîâîðèòü â ýòîì

ñëó÷àå î ñåìåéñòâå ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) òîãî èëè èíîãî çàäàííîãî àïðèîðè ìíîæåñòâà. ×åðåç

P(H) (÷åðåç P ′(H) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì ìíîæåñòâà H; Fin(H)
åñòü def ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(H). Äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ α, β ÷åðåç

{α;β} îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå α è β è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ;

{α;β} � íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îáúåêòîâ α, β. Åñëè y � îáúåêò, òî {y}
△
= {y; y} åñòü îäíîýëå-

ìåíòíîå ìíîæåñòâî (ñèíãëåòîí), ñîäåðæàùåå y. Êàæäîå ìíîæåñòâî � îáúåêò. Ñ ó÷åòîì ýòîãî,

ñëåäóÿ [7, 
. 67℄, ïîëàãàåì äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ p è q, ÷òî (p, q)
△
=
{
{p}; {p; q}

}
, ïîëó÷àÿ

óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ÓÏ) îáúåêòîâ p, q. Ïðè ýòîì p åñòü ïåðâûé, à q � âòîðîé ýëåìåíòû ÓÏ

(p, q). Èíîãäà óäîáíî îáîçíà÷àòü ÓÏ îäíîé áóêâîé, à çàòåì (åñëè ýòî ïîòðåáóåòñÿ) âîññòàíàâ-

ëèâàòü åå ýëåìåíòû: åñëè z åñòü ÓÏ, òî åñòü z = (u, v) äëÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ u è v, òî ÷åðåç
pr1(z) è pr2(z) îáîçíà÷àåì ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû z, äëÿ êîòîðûõ pr1(z) = u è pr2(z) = v.
Åñëè z ∈ A × B, ãäå A è B � ìíîæåñòâà, òî pr1(z) ∈ A è pr2(z) ∈ B. Åñëè α, β è γ �

îáúåêòû, òî (α, β, γ)
△
=
(
(α, β), γ

)
. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ìíîæåñòâ A,B è C, êàê îáû÷íî [8, 
. 17℄,

A × B × C
△
= (A × B) × C. Èñïîëüçóåì èíäåêñíóþ �îðìó çàïèñè �óíêöèé (ñì. [9℄). Åñëè P

è Q � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, òî (Bi)[P ;Q] åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé [10, 
. 87℄ P íà Q
(îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì). Åñëè λ ∈ (Bi)[P ;Q], òî îïðåäåëåíà áèåêöèÿ λ−1 ∈ (Bi)[Q;P ],
îáðàòíàÿ ê λ, äëÿ êîòîðîé

(
λ
(
λ−1(q)

)
= q ∀ q ∈ Q

)
&
(
λ−1

(
λ(p)

)
= p ∀ p ∈ P

)
.

Ïåðåñòàíîâêîé íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ [10, 
. 87℄ áèåêöèÿ A íà ñåáÿ; èòàê, (Bi)[A;A]
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê A.

Êàê îáû÷íî, N
△
= {1; 2; . . .}; ïóñòü òàêæå N0

△
= {0}∪N = {0; 1; 2; . . .} è, êðîìå òîãî, p, q

△
= {i ∈

∈ N0 | (p 6 i) & (i 6 q)} ∀ p ∈ N0 ∀ q ∈ N0. Íåïóñòîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó K ñîïîñòàâëÿåì

åãî ìîùíîñòü |K| ∈ N è ïîëàãàåì (bi)[K]
△
= (Bi)[1, |K|;K]; ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî |∅|

△
= 0.

Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ ï/ì äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ; êàæ-

äîå îòíîøåíèå ñîñòîèò èç ÓÏ. Â äàëüíåéøåì ◦ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîìïîçèöèè îòîá-

ðàæåíèé: åñëè A,B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, g : A → B è h : B → C, òî h◦g
△
=
(
h
(
g(x)

))
x∈A

äåéñòâóåò èç A â C, òî åñòü h ◦ g : A → C.
Åñëè S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç R+[S] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç S

â [0,∞[
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ}, ãäå R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ.

� 2. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè è ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò îáùåé ïîñòàíîâêè [11℄. Öåëüþ äàííûõ ïî-

ñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå íåêîòîðîãî ¾ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà¿ ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ

ìàðøðóòíûõ ðåøåíèé çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. �àññìàòðèâàåìàÿ çäåñü çàäà÷à ìàðøðóòè-

çàöèè àíàëîãè÷íà ¾áîëüøîé¿ çàäà÷å è çàäàåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ, ïîçâîëÿþùèõ îñóùåñòâ-

ëÿòü íóæíîå âñòðàèâàíèå ïîëó÷åííûõ (ëîêàëüíûõ) îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ñîáëþäåíèåì îãðà-

íè÷åíèé óïîìÿíóòîé ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è.

Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X è ïîëàãàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâà-

åìûå äàëåå ïðîöåññû îñóùåñòâëÿþòñÿ â åãî ïðåäåëàõ. Â êîíêðåòíîé çàäà÷å ìàðøðóòèçàöèè,

ñâÿçàííîé ñ ðåçêîé äåòàëåé èç ëèñòà (ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ðàñêðîÿ ïîñëåäíåãî), â êà÷åñòâå X
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïëîñêîñòü R× R ëèáî äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè.
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Èìåÿ â âèäó ïîñòðîåíèå óïîìÿíóòîãî ¾ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà¿, �èêñèðóåì â íàñòîÿùåì

è ïîñëåäóþùåì ðàçäåëàõ òî÷êó x0 ∈ X, èãðàþùóþ ðîëü áàçû (ëîêàëüíîãî) ïðîöåññà, ÷èñëî

N ∈ N ñî ñâîéñòâîì 2 6 N, ìíîæåñòâà M1 ∈ Fin(X), . . . ,MN ∈ Fin(X), èìåíóåìûå íèæå

ìåãàïîëèñàìè, à òàêæå îòíîøåíèÿ

M1 ∈ P ′(M1 ×M1), . . . , MN ∈ P ′(MN ×MN ). (2.1)

Ïðè j ∈ 1, N îòíîøåíèå Mj îïðåäåëÿåò íàáîð âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âûïîëíåíèÿ ðàáîò â ìå-

ãàïîëèñå Mj ; ïðè z ∈ Mj èìååì ¾ãîðîä¿ pr1(z) ∈ Mj íà÷àëà ðàáîòû è ¾ãîðîä¿ pr2(z) ∈ Mj

îêîí÷àíèÿ ðàáîòû.

Çàìå÷àíèå 1. Îáñóäèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò, ñâÿçàííûé ñ ðåçêîé äåòàëè. Ýòà äåòàëü åñòü

ïëîñêîå ìíîæåñòâî, èìåþùåå îäèí âíåøíèé è, âîçìîæíî, íåñêîëüêî âíóòðåííèõ êîíòóðîâ. Âîç-

ëå êàæäîãî èç ýòèõ (ãðàíè÷íûõ) êîíòóðîâ âûäåëåíà íåêîòîðàÿ ýêâèäèñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ

ðåçêó ïî êîíòóðó ñ íåêîòîðûì çàïàñîì è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ. Âîçëå

ýêâèäèñòàíòû ñ âíåøíåé (ïî îòíîøåíèþ ê ¾íàñòîÿùåìó¿ êîíòóðó) ñòîðîíû íàìå÷åíû òî÷êè,

îáðàçóþùèå â ñîâîêóïíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ìåãàïîëèñ Mj . Ýòè òî÷êè ìîãóò ãðóïïèðîâàòü-

ñÿ â ÓÏ z, ó êàæäîé èç êîòîðûõ pr1(z) îòâå÷àåò òî÷êå âðåçêè, à pr2(z) � òî÷êå âûêëþ÷åíèÿ

èíñòðóìåíòà. Äâå ýòè òî÷êè áëèçêè è ìîãóò â ðÿäå ñëó÷àåâ ñîâïàäàòü. Òàê èëè èíà÷å, èìå-

åì ÓÏ, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ Mj . Â íàèáîëåå ïðîñòîì

ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ êàæäîé òî÷êè âðåçêè ñ îòâå÷àþùåé åé òî÷êîé âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà

â êà÷åñòâå Mj óìåñòíî ðàññìàòðèâàòü äèàãîíàëü: Mj = {(y, y) : y ∈ Mj}. Çäåñü ñîâïàäåíèÿ

pr1(z) = pr2(z), z ∈ Mj , èìåþò ÿñíûé ñìûñë: êîíòóð äåòàëè äîëæåí áûòü âûðåçàí ïîëíîñòüþ

ïî ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ýêâèäèñòàíòå. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì (ïîçäíåå) äîïóñêàòü

ñëåäóþùóþ âîçìîæíîñòü: òî÷êè âðåçêè è âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè,

èçìåíÿÿ ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå ðåçêè. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ äâå óïîìÿíóòûå òî÷êè áëèçêè ê ýê-

âèäèñòàíòå, îíè îòâå÷àþò ðåæèìó ïåðåìåùåíèÿ â ìåòàëëå, à ñòàëî áûòü, è îùóòèìûì çàòðàòàì

âðåìåíè.

Ìû ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(
x0 /∈ Mj ∀ j ∈ 1, N

)
&
(
Mp ∩Mq = ∅ ∀ p ∈ 1, N ∀ q ∈ 1, N \ {p}

)
. (2.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñòðàèâàíèè ¾ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà¿ â ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ¾áîëüøîé¿ çà-

äà÷è óñëîâèÿ (2.2) íàñëåäóþòñÿ îáû÷íî îò àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è. Ïóñòü

òåïåðü

Mj
△
= {pr2(z) : z ∈ Mj} ∀ j ∈ 1, N (2.3)

(â èññëåäóåìîì âàðèàíòå çàäà÷è ëèñòîâîé ðåçêè òèïè÷íà ñèòóàöèÿ Mj = Mj , íî ìû âñ¼ æå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèé âàðèàíò (2.3)). Ïî ñìûñëó (2.3) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îêîí÷àíèÿ ðàáîò â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåãàïîëèñå. �àçóìååòñÿ,

M1 ∈ P ′(M1), . . . , MN ∈ P ′(MN ).

Óäîáíî ââåñòè òàêæå ñëåäóþùèå äâà íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà:

X
△
= {x0} ∪

(
N⋃

i=1

Mi

)
, X

△
= {x0} ∪

(
N⋃

i=1

Mi

)
(2.4)

(ââîäÿ (2.3), (2.4), ìû äåéñòâóåì â ñîîòâåòñòâèè ñ áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèåé [11℄). Ïåðâîå èç

ìíîæåñòâ (2.4) õàðàêòåðèçóåò âîçìîæíûå ñèñòåìû ïåðåìåùåíèé âèäà

x0 →
(
x
(1)
1 ∈ Mα(1)  x

(1)
2 ∈ Mα(1)

)
→ . . . →

(
x
(N)
1 ∈ Mα(N)  x

(N)
2 ∈ Mα(N)

)
, (2.5)
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äëÿ êîòîðûõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

(
x
(1)
1 , x

(1)
2

)
∈ Mα(1), . . . ,

(
x
(N)
1 , x

(N)
2

)
∈ Mα(N), ãäå

α� ïåðåñòàíîâêà 1, N. Â (2.5) ïðÿìûå ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóþò âíåøíèì ïåðåìåùåíèÿì, à âîëíè-

ñòûå � ïåðåìåùåíèÿì ïðè âûïîëíåíèè âíóòðåííèõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ìåãàïîëèñàìè. Âûáîð α
ìîæåò áûòü ñòåñíåí óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Â ýòîé ñâÿçè �èêñèðóåì ìíîæåñòâî K ∈ P(1, N × 1, N); ÓÏ z ∈ K íàçûâàåì àäðåñíû-

ìè, ðàññìàòðèâàÿ âñÿêèé ðàç pr1(z) ∈ 1, N êàê ñâîåîáðàçíîãî îòïðàâèòåëÿ, à pr2(z) ∈ 1, N �

êàê ïîëó÷àòåëÿ; ïîñåùåíèå îòïðàâèòåëÿ äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü ïîñåùåíèþ ïîëó÷àòåëÿ (â çà-

äà÷å î ðåçêå äåòàëåé íà ñòàíêàõ ñ ×ÏÓ ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ýëåìåíòîâ ÓÏ èíîé: pr1(z)
ñâÿçûâàåòñÿ ñ áîëåå ðàííåé ðåçêîé êàêîãî-òî âíóòðåííåãî êîíòóðà â ñðàâíåíèè ñ pr2(z), ñîîò-
âåòñòâóþùèì ðåçêå âíåøíåãî êîíòóðà). Îòñûëàåì ê [6, ÷. 2℄ â ñâÿçè ñ îáñóæäåíèåì âîïðîñîâ,

ñâÿçàííûõ ñ ïðåäøåñòâîâàíèåì; îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïðè P
△
= (bi)[1, N ] (çäåñü è íèæå)

A
△
=
{
α ∈ P | α−1

(
pr1(z)

)
< α−1

(
pr2(z)

)
∀ z ∈ K

}
(2.6)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ìàðøðóòîâ, äîïóñòèìûõ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∀K0 ∈ P ′(K) ∃ z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀ z ∈ K0. (2.7)

Êàê ïîêàçàíî â [6, ÷. 2℄ (ïðè óñëîâèè (2.7)), A 6= ∅. Îòìåòèì, ÷òî K îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ ¾ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà¿; îíè äîëæíû èçâëåêàòüñÿ èç àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé

¾áîëüøîé¿ çàäà÷è, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî íèæå. Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî èç (2.7), â ÷àñòíîñòè, ñëå-

äóåò, ÷òî ∀ z ∈ K : pr1(z) 6= pr2(z).

×åðåç Z̃ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (zi)i∈0,N : 0, N → X × X. Ñëåäóÿ â èäåéíîì

îòíîøåíèè ñõåìå (2.5), èìååì ïðè α ∈ P, ÷òî

Zα
△
=
{
(zi)i∈0,N ∈ Z̃ |

(
z0 = (x0, x0)

)
& (zt ∈ Mα(t) ∀ t ∈ 1, N )

}
∈ Fin(Z̃). (2.8)

Â ÷àñòíîñòè, Zα îïðåäåëåíî ïðè α ∈ A. Åñëè α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈ Zα, òî ÓÏ
(
α, (zi)i∈0,N

)
íàçû-

âàåì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì (Ä�). �àçóìååòñÿ, çäåñü èäåò ðå÷ü î Ä� â çàäà÷å ¾ýêñòðåìàëüíîãî

áëîêà¿. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ Ä� íåïóñòî è êîíå÷íî.

Ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Ôèêñèðóåì ñåé÷àñ �óíêöèè

c ∈ R+[X× X], c1 ∈ R+[X× X], . . . , cN ∈ R+[X× X], f ∈ R+[X] (2.9)

(ïðè âñòðàèâàíèè ¾ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà¿ â ¾áîëüøóþ¿ çàäà÷ó ýòè �óíêöèè áóäóò äîëæíûì

îáðàçîì êîíêðåòèçèðîâàòüñÿ), ïîëàãàåìûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûìè; ïðè ýòîì ïî ñìûñ-

ëó c áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îöåíèâàíèè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé (èç x0 â ìåãàïîëèñû, à òàêæå
ìåæäó ìåãàïîëèñàìè), c1, . . . , cN � äëÿ îöåíèâàíèÿ âíóòðåííèõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîñåùåíè-

åì ìåãàïîëèñîâ, à f � äëÿ îöåíèâàíèÿ òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâåííûõ

â ñîäåðæàòåëüíîì îòíîøåíèè �ðàãìåíòîâ �óíêöèé (2.9) íà X × X è X ñîîòâåòñòâåííî ìîæåò

áûòü ïðîèçâîëüíûì. Íèæå èñïîëüçóåòñÿ àääèòèâíîå àãðåãèðîâàíèå çàòðàò, îïðåäåëÿåìûõ ïî-

ñðåäñòâîì �óíêöèé (2.9). Åñëè α ∈ P è (zi)i∈0,N ∈ Z̃, òî ïîëàãàåì, ÷òî

Cα[(zi)i∈0,N ]
△
=

N−1∑

t=0

c
(
pr2(zt),pr1(zt+1)

)
+

N∑

t=1

cα(t)(zt) +

+ f
(
pr2(zN )

)
∀α ∈ P ∀ (zi)i∈0,N ∈ Z̃.

(2.10)

Äëÿ íàøèõ öåëåé (2.10) ñóùåñòâåííî ïðè α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈ Zα. Èòàê, ïîñðåäñòâîì (2.10)

îïðåäåëÿåòñÿ (àääèòèâíûé) êðèòåðèé. Ïîëó÷àåì çàäà÷ó

Cα[(zi)i∈0,N ] → min, α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα, (2.11)
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ÿâëÿþùóþñÿ âàðèàíòîì ðàññìàòðèâàåìîé â [11℄. ×åðåç V îáîçíà÷àåì ýêñòðåìóì (2.11), òî

åñòü íàèìåíüøåå èç ÷èñåë Cα[(zi)i∈0,N ], α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα. Îïòèìàëüíûì íàçûâàåì Ä�(
α0, (z0i )i∈0,N ), ãäå α0 ∈ A è (z0i )i∈0,N ∈ Zα0 , äëÿ êîòîðîãî Cα0 [(z0i )i∈0,N ] = V.

�àñøèðåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè. �àññìîòðèì ÷àñòè÷íûå (óêî-

ðî÷åííûå) çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè, ïîëàãàÿ äëÿ êðàòêîñòè N
△
= P ′(1, N ). Ìíîæåñòâà èç N

(òî åñòü íåïóñòûå ï/ì 1, N) íàçûâàåì ñïèñêàìè (çàäàíèé). Ñëåäóÿ [6, ÷. 2℄, ââåäåì îïåðàòîð

I : N → N, îïðåäåëÿåìûé ïðàâèëîì: åñëè K ∈ N, òî

I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]},

ãäå Ξ[K] = {z ∈ K|
(
pr1(z) ∈ K

)
&
(
pr2(z) ∈ K

)
}; îòìåòèì, ÷òî I({s}) = {s} ∀ s ∈ 1, N. Åñëè

K ∈ N, òî [6, ÷. 2℄

(I − bi)[K]
△
= {α ∈ (bi)[K]|α(m) ∈ I

(
{α(i) : i ∈ m, |K|}

)
∀m ∈ 1,K} =

= {α ∈ (bi)[K] |α(m) ∈ I
(
K \ {α(t) : t ∈ 1,m− 1}

)
∀m ∈ 1, |K|}

)
∈ P ′

(
(bi)[K]

) (2.12)

(ó÷èòûâàåì, ÷òî 1, 0 = ∅). Ïðè ýòîì [6, ÷. 2℄, â ÷àñòíîñòè,

A = (I − bi)[1, N ] =
{
α ∈ P | α(m) ∈ I

(
1, N \ {α(i) : i ∈ 1,m− 1}

)
∀m ∈ 1, N

}
=

=
{
α ∈ P |

(
α(1) ∈ I(1, N)

)
&
(
α(m) ∈ I

(
1, N \ {α(i) : i ∈ 1,m− 1}

)
∀m ∈ 2, N

)}
.

(2.13)

Â (2.12) îïðåäåëåíû ÷àñòè÷íûå ìàðøðóòû ñî ñâîéñòâîì äîïóñòèìîñòè ¾ïî âû÷åðêèâàíèþ¿

(çàäàíèé èç ñïèñêà); (2.13) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîëíûõ ìàðøðóòîâ äîïóñòèìîñòü ïî ïðåäøå-

ñòâîâàíèþ è äîïóñòèìîñòü ïî âû÷åðêèâàíèþ òîæäåñòâåííû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷àñòè÷íûå òðàññû. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî K ∈
∈ N ìíîæåñòâî ZK âñåõ êîðòåæåé

(zi)i∈0,|K| : 0, |K| → X×X

(íàïîìíèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà èç N íåïóñòû è êîíå÷íû; ïðè ýòîì |K| ∈ 1, N ∀K ∈ N). Åñëè
x ∈ X, K ∈ N è α ∈ (bi)[K], òî [11℄

Z(x,K,α)
△
=
{
(zi)i∈0,|K| ∈ ZK |

(
z0 = (x, x)

)
&
(
zt ∈ Mα(t) ∀ t ∈ 1, |K|

)}
∈ Fin(ZK). (2.14)

Òàêèì îáðàçîì (ñì. (2.12)), ïðè x ∈ X è K ∈ N ìû â âèäå ñîâîêóïíîñòè âñåõ ÓÏ

(
α, (zi)i∈0,|K|

)
, α ∈ (I− bi)[K], (zi)i∈0,|K| ∈ Z(x,K,α),

èìååì íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî èãðàþò ðîëü Ä� ñîîòâåòñòâóþùåé

÷àñòè÷íîé çàäà÷è. Åñëè K ∈ N, α ∈ (bi)[K] è (zi)i∈0,|K| ∈ ZK , òî ïîëàãàåì

C̃α[(zi)i∈0,|K|
|K]

△
=

|K|−1∑

t=0

c
(
pr2(zt),pr1(zt+1)

)
+

|K|∑

t=1

cα(t)(zt) + f
(
pr2(z|K|)

)
; (2.15)

äëÿ íàøèõ öåëåé (2.15) ñóùåñòâåííî â ñëó÷àå, êîãäà α ∈ (I − bi)[K] è (zi)i∈0,|K|
∈ Z(x,K,α),

ãäå x ∈ X. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðè x ∈ X è K ∈ N îïðåäåëÿåì çàäà÷ó

C̃α[(zi)i∈0,|K|
|K] → min, α ∈ (I− bi)[K], (zi)i∈0,|K|

∈ Z(x,K,α); (2.16)

ñ äàííîé çàäà÷åé ñâÿçûâàåì åå ýêñòðåìóì v(x,K) ∈ [0,∞[ (íàèìåíüøåå èç ÷èñåë (2.15) ïðè

ïåðåáîðå âñåõ α ∈ (I−bi)[K] è (zi)i∈0,|K|
∈ Z(x,K,α)). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû

v(x,K), x ∈ X,K ∈ N. Â ÷àñòíîñòè, èìååì v(x0, 1, N ) ∈ [0,∞[. Ëåãêî âèäåòü (ñì. [11℄), ÷òî

V = v(x0, 1, N ). (2.17)
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Ìû ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî v(x,∅)
△
= f(x) ∀x ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà �óíêöèÿ v ∈

∈ R+[X× P(1, N )], ÿâëÿþùàÿñÿ îáúåêòèâíî �óíêöèåé Áåëëìàíà (ñì. â ýòîé ñâÿçè (2.17)). Èç

îáùèõ ðåçóëüòàòîâ [11℄ ñëåäóåò, ÷òî

v(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj

[
c
(
x,pr1(z)

)
+cj(z) + v

(
pr2(z),K \ {j}

)]
∀x ∈ X ∀K ∈ N. (2.18)

Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Çàìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî èç (2.17), (2.18) âûòå-

êàåò, ÷òî

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

[
c
(
x0,pr1(z)

)
+cj(z) + v

(
pr2(z), 1, N \ {j}

)]
. (2.19)

� 3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ýêîíîìè÷íàÿ âåðñèÿ)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íàïîìíèì âàðèàíò ðåàëèçàöèè ÄÏ, ïðèâåäåííûé â [6, � 4.9℄. Â òî æå

âðåìÿ äàííûé âàðèàíò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíêðåòèçàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîöåäóðû

[11℄; ïîëàãàåì

G
△
=
{
K ∈ N | ∀ z ∈ K

(
pr1(z) ∈ K

)
=⇒

(
pr2(z) ∈ K

)}
(3.1)

è ðàññìàòðèâàåì ï/ì (3.1): Gs
△
= {K ∈ G | s = |K|} ∀ s ∈ 1, N. ßñíî, ÷òî (Gi)i∈1,N åñòü

ðàçáèåíèå G (3.1); GN = {1, N} è G1 =
{
{t} : t ∈ 1, N \K1

}
, ãäå K1

△
= {pr1(z) : z ∈ K}. Êðîìå

òîãî [11℄,

Gs−1 =
{
K \ {t} : K ∈ Gs, t ∈ I(K)

}
∀ s ∈ 2, N. (3.2)

Èòàê, (3.2) îïðåäåëÿåò ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó, äîñòàâëÿþùóþ êîðòåæ (Gi)i∈1,N : GN èçâåñò-

íî, à äàëåå ¾âêëþ÷àåòñÿ¿ (3.2); Gt 6= ∅ ∀ t ∈ 1, N. Óñëîâèìñÿ, êðîìå òîãî, ïðè s ∈ 1, N − 1 è

K ∈ Gs îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åíèÿ Js(K),

Js(K)
△
=
{
j ∈ 1, N \K | {j} ∪K ∈ Gs+1

}
∈ P ′(1, N \K), (3.3)

è êîíñòðóèðóåì (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî Ms[K] â âèäå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâMj , j ∈ Js(K);

çàòåì îïðåäåëÿåì êëåòêó ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé Ds[K]
△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]}. Â òåðìèíàõ

êëåòîê êîíñòðóèðóþòñÿ [11℄ ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé: åñëè s ∈ 1, N − 1, òî

Ds
△
=
⋃

K∈Gs

Ds[K] ∈ P ′(X× Gs). (3.4)

Èòàê, ïî åäèíîìó ïðàâèëó (3.4) êîíñòðóèðóþòñÿ ñëîè D1, . . . ,DN−1. Ìû ¾äîáàâëÿåì¿ ê íèì

äâà íåïóñòûõ ñëîÿ, îïðåäåëÿåìûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì: D0
△
= {(x,∅) : x ∈ M}, ãäå M åñòü

def îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Mj, j ∈ 1, N \K1, è DN
△
= {(x0, 1, N )} (ñèíãëåòîí, îòâå÷àþùèé

ÓÏ (x0, 1, N )). Ïîëó÷àåì êîðòåæ (Ds)s∈0,N ñëîåâ ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé, ïðè÷åì [6, � 4.9℄

(y,K \ {k}) ∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀K ∈ Gs ∀ k ∈ I(K) ∀ y ∈ Mk. (3.5)

Îòìåòèì, ÷òî ïî ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ D1, . . . ,DN èìååì, ÷òî K ∈ Gs ∀ s ∈ 1, N ∀ (x,K) ∈
∈ Ds. Ïîýòîìó èç (3.5) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî (ñëàáîé èíâàðèàíòíîñòè) ñëîåâ:

(
pr2(z),K \ {k}

)
∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀ (x,K) ∈ Ds ∀ k ∈ I(K) ∀ z ∈ Mk. (3.6)

Ñëîè �óíêöèè Áåëëìàíà. Åñëè s ∈ 0, N, òî ïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ vs ∈ R+[Ds] îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

vs(x,K)
△
= v(x,K) ∀ (x,K) ∈ Ds. (3.7)

Èòàê, ïîñðåäñòâîì (3.7) îïðåäåëåíà ñèñòåìà (v0, v1, . . . , vN ) ñóæåíèé v íà ñëîè ïðîñòðàíñòâà

ïîçèöèé; ÿñíî, ÷òî v0 ∈ R+[D0] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì v0(x,∅) = f(x) ∀x ∈ M (çäåñü ìû
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ó÷ëè ïðèíÿòûé â ðàçäåëå 2 ñïîñîá äîîïðåäåëåíèÿ v). Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (3.6), (3.7) ó íàñ

ïðè s ∈ 1, N, (x,K) ∈ Ds, j ∈ I(K) è z ∈ Mj îïðåäåëåíî çíà÷åíèå vs−1

(
pr2(z),K \ {j}

)
. Èç

îáùèõ ïîñòðîåíèé [11℄ ëåãêî èçâëåêàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè s ∈ 1, N, òî ïðåîáðàçîâàíèå vs−1 â vs îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj

[
c
(
x,pr1(z)

)
+ cj(z) + vs−1

(
pr2(z),K \ {j}

)]
.

Äàííîå ïîëîæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî, êîìáèíèðóÿ (2.18) è (3.7). Ïðåä-

ëîæåíèå 1 îïðåäåëÿåò ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó v0 → v1 → . . . → vN ïîñòðîåíèÿ ñóæåíèé

�óíêöèè Áåëëìàíà (ñì. (3.7)), èìåíóåìûõ äàëåå ñëîÿìè ýòîé �óíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, áóäåò

íàéäåíî çíà÷åíèå

V = vN (x0, 1, N ) = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

[
c
(
x0,pr1(z)

)
+ cj(z) + vN−1

(
pr2(z), 1, N \ {j}

)]
. (3.8)

Ñèñòåìà (v1, . . . , vN ) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.11). Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü z(0)
△
= (x0, x0). Èñïîëüçóÿ (3.8), âûáèðàåì j1 ∈ I(1, N ) è z(1) ∈ Mj1 èç óñëîâèÿ

V = c
(
x0,pr1(z

(1))
)
+ cj1(z

(1)) + vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {j1}
)
. (3.9)

Ñ ó÷åòîì (3.6) ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {j1}
)
∈ DN−1, à ïîòîìó ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 4.1 èìååì ðàâåíñòâî

vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {j1}
)
=

= min
j∈I(1,N\{j1})

min
z∈Mj

[
c
(
pr2(z

(1)),pr1(z)
)
+ cj(z) + vN−2

(
pr2(z), 1, N \ {j1; j}

)]
.

(3.10)

Ñ ó÷åòîì (3.10) âûáèðàåì j2 ∈ I(1, N \ {j1}) è z(2) ∈ Mj2 èç óñëîâèÿ

vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {j1}
)
=

= c
(
pr2(z

(1)),pr1(z
(2))
)
+ cj2(z

(2)) + vN−2

(
pr2(z

(2)), 1, N \ {j1; j2}
)
.

(3.11)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (3.6)

(
pr2(z

(2)), 1, N \ {j1; j2}
)
∈ DN−2 è â ñèëó (3.9), (3.11) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

V = c
(
pr2(z

(0)),pr1(z
(1))
)
+ c
(
pr2(z

(1)),pr1(z
(2))
)
+ cj1(z

(1)) +

+ cj2(z
(2)) + vN−2

(
pr2(z

(2)), 1, N \ {j1; j2}
)
.

(3.12)

Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðîöåäóðàì âûáîðà òèïà (3.9), (3.11) è ïðèâîäÿò ê Ä�(
η, (z(k))k∈0,N

)
, η = (jk)k∈1,N ∈ A, (z(k))k∈0,N ∈ Zη, êîòîðîå îïòèìàëüíî â çàäà÷å (2.11):

Cη[(z
(k))k∈0,N ] = V (åñëè N = 2, òî óïîìÿíóòàÿ îïòèìàëüíîñòü âûòåêàåò èç (3.12)). Çàìåòèì,

÷òî ïðè ïðîâåðêå äîïóñòèìîñòè η èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü (2.13).

� 4. Ëîêàëüíûå âñòàâêè íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïðîöåäóðà ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè ìîæåò áûòü çàäåéñòâîâà-

íà äëÿ öåëåé óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòà, äîñòèãàåìîãî òåì èëè èíûì ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì.

Ïðèìåíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçáåæíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ¾áåëëìàíîâñêèõ¿ âñòàâîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò àïî-

ñòåðèîðíîãî àíàëèçà ýâðèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî â çàäà÷å ìàðøðóòèçàöèè

ðåçêè äåòàëåé íà ñòàíêàõ ñ ×ÏÓ ðåàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òî

âûíóæäàåò ê ïðèìåíåíèþ ýâðèñòèê; â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíèå ìîæíî ñâÿçûâàòü ñ æàäíûìè àë-

ãîðèòìàìè.
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Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåìåùåíèÿ â ìíîæåñòâå X ðàçäåëà 2, �èêñèðóÿ

x0 ∈ X, ÷èñëî n ∈ N ñî ñâîéñòâîì 5 6 n, à òàêæå ìíîæåñòâà L1 ∈ Fin(X), . . . ,Ln ∈ Fin(X),
èìåíóåìûå (ñì. ðàçäåë 2) ìåãàïîëèñàìè. Ïî àíàëîãèè ñ (2.2) ïîëàãàåì, ÷òî

(x0 /∈ Lj ∀ j ∈ 1,n) & (Lp ∩ Lq = ∅ ∀ p ∈ 1,n ∀ q ∈ 1,n \ {p}). (4.1)

Äàëåå (ïî àíàëîãèè ñ (2.1)) �èêñèðóåì îòíîøåíèÿ

L1 ∈ P ′(L1 × L1), . . . , Ln ∈ P ′(Ln × Ln); (4.2)

ðîëü îòíîøåíèé (4.1) àíàëîãè÷íà òîé ðîëè, êîòîðóþ èãðàëè îòíîøåíèÿ (2.1) â ðàçäåëå 2. Ìû

ðàññìàòðèâàåì íèæå ¾áîëüøóþ¿ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ îðãàíèçàöèåé ïåðåìåùåíèé

x0 →
(
x1,1 ∈ Lβ(1)  x1,2 ∈ Lβ(1)

)
→ · · · →

(
xn,1 ∈ Lβ(n)  xn,2 ∈ Lβ(n)

)
, (4.3)

äëÿ êîòîðûõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (x1,1, x1,2) ∈ Lβ(1), . . . , (xn,1, xn,2) ∈ Lβ(n); â (4.3) β �

ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà 1,n, òî åñòü ìàðøðóò, íà âûáîð êîòîðîãî ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ îãðà-

íè÷åíèÿ â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Èòàê, ìû ïîëàãàåì, ÷òî P
△
= (bi)[1,n], è �èêñèðóåì

ìíîæåñòâî K ∈ P(1,n × 1,n). Ïîñòóëèðóåì ¾îáû÷íîå¿ óñëîâèå, èñêëþ÷àþùåå çàöèêëèâàíèå

ìàðøðóòîâ, ïîëàãàÿ â äàëüíåéøåì, ÷òî

∀K0 ∈ P ′(K) ∃ z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀ z ∈ K0. (4.4)

Òîãäà [6, ÷. 2℄ èìååì íåïóñòîå ìíîæåñòâî K-äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ:

A
△
=
{
α ∈ P | α−1

(
pr1(z)

)
< α−1

(
pr2(z)

)
∀ z ∈ K

}
∈ P ′(P). (4.5)

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî

X
△
= {x0} ∪

( n⋃

i=1

Li

)
; (4.6)

÷åðåç Z̃ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé

(zi)i∈0,n : 0,n → X×X.

Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ (2.8), ïîëàãàåì, ÷òî

Zβ
△
=
{
(zi)i∈0,n ∈ Z̃ |

(
z0 = (x0,x0)

)
& (zt ∈ Lβ(t) ∀ t ∈ 1,n)

}
. (4.7)

ßñíî, ÷òî Zβ ∈ Fin(Z̃) ∀ β ∈ P. Â êà÷åñòâå Ä� ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàåì ÓÏ

(
β, (zi)i∈0,n

)
, β ∈ A, (zi)i∈0,n ∈ Zβ.

Ïî àíàëîãèè ñ (2.9) îïðåäåëÿåì �óíêöèè ñòîèìîñòè â ¾áîëüøîé¿ çàäà÷å: �èêñèðóåì �óíêöèè

c♮ ∈ R+[X× X], c♮1 ∈ R+[X× X], · · · , c♮n ∈ R+[X× X], f ♮ ∈ R+[X], (4.8)

ñ÷èòàÿ èõ ¾ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûìè¿. Â òåðìèíàõ �óíêöèé (4.8) îïðåäåëÿåì àääèòèâíûé

êðèòåðèé. Äëÿ ýòîãî ïîëàãàåì ñíà÷àëà ïðè β ∈ P è (zi)i∈0,n ∈ Z̃, ÷òî

C
♮
β[(zi)i∈0,n]

△
=

n−1∑

t=0

c♮
(
pr2(zt),pr1(zt+1)

)
+

n∑

t=1

c♮
β(t)(zt) + f ♮

(
pr2(zn)

)
. (4.9)
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Â ñàìîé ïîñòàíîâêå ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è ìû èñïîëüçóåì (4.9) ïðè β ∈ A è (zi)i∈0,n ∈ Zβ. Èíûìè
ñëîâàìè (4.9), èñïîëüçóåì äëÿ îöåíèâàíèÿ êà÷åñòâà Ä� ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è, êîòîðàÿ, ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååò âèä

C
♮
β[(zi)i∈0,n] → min, β ∈ A, (zi)i∈0,n ∈ Zβ. (4.10)

�àçóìååòñÿ, çàäà÷à (4.10) ïîäîáíà (2.11). Ìû ïîëàãàåì, îäíàêî, ÷òî ÷èñëî n äîñòàòî÷íî âåëèêî

è òî÷íîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è (4.10) ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì èñïîëüçóåòñÿ òîò

èëè èíîé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì; íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà

íàäëåæàùàÿ ìîäè�èêàöèÿ æàäíîãî àëãîðèòìà ðàáîòû [12℄.

Ïîëàãàåì, ÷òî òåì èëè èíûì ñïîñîáîì óæå íàéäåíî íåêîòîðîå Ä� çàäà÷è (4.10): ìû ðàñïî-

ëàãàåì ÓÏ

(
λ, (hi)i∈0,n

)
, ãäå λ ∈ A è (hi)i∈0,n ∈ Zλ. Ïðè ýòîì λ ∈ P è

λ−1
(
pr1(z)

)
< λ−1

(
pr2(z)

)
∀ z ∈ K; (4.11)

(hi)i∈0,n : 0,n → X× X, ïðè÷åì h0 = (x0,x0) è, êðîìå òîãî,

ht ∈ Lλ(t) ∀ t ∈ 1,n. (4.12)

Èç (4.12) ñëåäóåò, êîíå÷íî, ÷òî ht ∈ Lλ(t) × Lλ(t) ïðè t ∈ 1,n. Îïðåäåëåíî (ñì. (4.9)) çíà÷åíèå

C
♮
λ[(hi)i∈0,n] =

n−1∑

t=0

c♮
(
pr2(ht),pr1(ht+1)

)
+

n∑

t=1

c♮
λ(t)(ht) + f ♮

(
pr2(hn)

)
∈ [0,∞[, (4.13)

õàðàêòåðèçóþùåå êà÷åñòâî Ä�

(
λ, (hi)i∈0,n

)
. �àñïîëàãàÿ äàííûì Ä�, ìû ïîñòàâèì ñâîåé öåëüþ

óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà (òî åñòü âåëè÷èíû (4.13)) ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ �ðàãìåíòà Ä�. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííûé �ðàãìåíò äîëæåí áûòü ñóùåñòâåííûì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò

ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà íà ýòàïå óëó÷øåíèÿ ìàðøðóòà è òðàññû.

Äàííîå óëó÷øåíèå ñâÿçûâàåì ñ êîíñòðóêöèåé íà îñíîâå ÄÏ, çàäåéñòâóÿ óñëîâèÿ ïðåäøåñòâî-

âàíèÿ ¾â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè¿, ÷òî è ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü îùóòèìûé �ðàãìåíò

èñõîäíîãî Ä�. Âîçíèêàåò, îäíàêî, âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëèçàöèè óñëîâèé

ïðåäøåñòâîâàíèÿ ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è (ñì. (4.10)). Åãî ðåøåíèå ïðèâåäåíî äàëåå ñ èñïîëüçîâà-

íèåì îïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû ðàçäåëîâ 2, 3; ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü ¾âíóòðåííþþ¿ âñòàâêó,

ñóòü êîòîðîé èçëàãàåòñÿ íèæå.

Ôèêñèðóåì èíäåêñ ν ∈ 1,n. Áîëåå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ν < n−2, ñ÷èòàÿ, ÷òî ν îïðåäå-
ëÿåò íåêîòîðóþ ñðåäíþþ ïîçèöèþ íà ìàðøðóòå λ; ìû ðàñïîëàãàåì, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñîì

λ(ν) ∈ 1,n è ÓÏ hν ∈ X× X; â ÷àñòíîñòè, pr2(hν) ∈ X.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîñòðîèì âàðèàíò ïðîöåäóðû ðàçäåëîâ 2, 3, äëÿ ÷åãî ïðåæäå âñåãî êîíêðå-

òèçèðóåì ïàðàìåòðû äàííîé ïðîöåäóðû. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî

x0 = pr2(hν); (4.14)

x0 â (4.14) ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå áàçû ëîêàëüíîãî ïðîöåññà. Äàëåå, êàê è â ðàçäåëå 2,

âûáèðàåì N ∈ N òàê, ÷òî 2 6 N ; ïðè ýòîì, îäíàêî, äîïîëíèòåëüíî òðåáóåì, ÷òîáû N <
< n − (ν + 1); ïðè ýòîì ν + N + 1 < n. Ïîëàãàåì, êîíå÷íî, ÷òî ÷èñëî n äîñòàòî÷íî âåëèêî

è óïîìÿíóòûå âûøå ñîãëàøåíèÿ îñóùåñòâèìû, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ñìûñëó ëîêàëüíîãî

óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è. Ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè s ∈ 1, N ν+s ∈ 2,n− 2 è λ(ν+s) ∈
∈ 1,n. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèå: ìåãàïîëèñû ðàçäåëà 2 èìåþò âèä

Ms = Lλ(ν+s) ∀ s ∈ 1, N. (4.15)

Èòàê, ìû âûäåëÿåì äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé ÷àñòü ìåãàïîëèñîâ ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è. Êðîìå

òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî

Ms = Lλ(ν+s) ∀ s ∈ 1, N. (4.16)
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Òîãäà ñ ó÷åòîì (4.2), (4.15) è (4.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ms ∈ P ′(Ms ×Ms) ∀ s ∈ 1, N ; (4.17)

(4.17) ñîãëàñóåòñÿ (â óñëîâèÿõ (4.15), (4.16)) ñ (2.1). Ïóñòü òåïåðü

Λ : 1, N −→ 1,n

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè Λ(s)
△
= λ(ν + s) ∀ s ∈ 1, N. Òîãäà èç (4.15) è (4.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ s ∈ 1, N
(Ms = LΛ(s)) & (Ms = LΛ(s)). (4.18)

Êðîìå òîãî, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

Γ
△
= {Λ(s) : s ∈ 1, N} ∈ P ′(1,n). (4.19)

Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, Γ ∈ Fin(1,n), |Γ| = N è ïðè ýòîì

Λ ∈ (bi)[Γ]. (4.20)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëè âûäåëèì ¾÷àñòü¿ ìíîæåñòâà K, ïîëàãàÿ

Q
△
= {z ∈ K |

(
pr1(z) ∈ Γ

)
&
(
pr2(z) ∈ Γ

)
} (4.21)

(ñëó÷àé Q = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ). Èñïîëüçóÿ (4.20), �îðìèðóåì íà îñíîâå (4.21) ìíîæåñòâî K

ðàçäåëà 2, ïîëàãàÿ â äàëüíåéøåì, ÷òî

K
△
=
{(

Λ−1
(
pr1(z)

)
,Λ−1

(
pr2(z)

))
: z ∈ Q

}
; (4.22)

ðàçóìååòñÿ, K ⊂ 1, N × 1, N. Èíûìè ñëîâàìè, K ∈ P(1, N × 1, N ). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

êîíêðåòèçàöèþ (4.22) â ïîñòðîåíèÿõ ðàçäåëà 2 è, â ÷àñòíîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà A

(2.6). Âî âñÿêîì ñëó÷àå äëÿ äàííîé êîíêðåòèçàöèè

α−1
(
Λ−1

(
pr1(z)

))
< α−1

(
Λ−1

(
pr2(z)

))
∀α ∈ A ∀ z ∈ Q. (4.23)

Â ñâÿçè ñ (4.23) ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè α ∈ P êîìïîçèöèÿ

Λ ◦ α : 1, N → Γ

åñòü áèåêöèÿ 1, N íà Γ, òî åñòü Λ ◦ α ∈ (bi)[Γ]. Òîãäà (4.23) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(Λ ◦ α)−1 (pr1(z)) < (Λ ◦ α)−1 (pr2(z)) ∀α ∈ A ∀ z ∈ Q. (4.24)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà K (4.22) óñëîâèå (2.7) âûïîëíåíî, à ïîòîìó A ∈ P ′(P).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó (4.1), (4.14) è áèåêòèâíîñòè λ âûïîëíåíû òàêæå óñëîâèÿ (2.2),

â ñèëó (4.18) èìååì íåïóñòûå îòíîøåíèÿ (2.1), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà (2.3): â

íàøåì ñëó÷àå

Mj = {pr2(z) : z ∈ LΛ(j)} ∈ P ′(Mj). (4.25)

Â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ (4.25) îïðåäåëÿåì êîíêðåòíûé âàðèàíò X (2.4). Èç (4.6) è (4.25) èìååì,

êîíå÷íî, ñâîéñòâî X ∈ P ′(X). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êîíêðåòèçèðóåòñÿ ìíîæåñòâî X (2.4).

Ñ ó÷åòîì (4.6) è (4.18) ïîëó÷àåì, ÷òî

X ⊂ X ⊂ X (4.26)

(âñå ìíîæåñòâà â (4.26) íåïóñòû è êîíå÷íû); ñ ó÷åòîì (4.18) è (4.25) èìååì, ÷òî

Mj ⊂ X×X ⊂ X× X ∀ j ∈ 1, N.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.8) îïðåäåëåíû íåïóñòûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Zα, α ∈ A, ýëåìåíòàìè êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ êîðòåæè ñî çíà÷åíèÿìè â X×X è, â ÷àñòíîñòè, â X× X.
Ñ ó÷åòîì (4.26) ìîæíî â òåðìèíàõ ñóæåíèé îïðåäåëèòü �óíêöèè ñòîèìîñòè c, c1, . . . , cN , f.

Èòàê, ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî

(
c(z)

△
= c♮(z) ∀ z ∈ X× X

)
&
(
cj(z)

△
= c♮Λ(j)(z) ∀ j ∈ 1, N ∀ z ∈ X× X

)
&

&
(
f(x)

△
= c♮

(
x,pr1(hν+N+1)

)
+c♮

λ(ν+N+1)(hν+N+1) ∀x ∈ X

)
,

(4.27)

ïîëó÷àÿ âàðèàíò (2.9). Â ýòèõ òåðìèíàõ ìîæíî ââåñòè çàâèñèìîñòü (2.10), â êîòîðîé Z̃ îïðåäå-

ëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì 2. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ

Cα[(zi)i∈0,N ], α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα, (4.28)

îòâå÷àþùèå âûáðàííîé êîíêðåòèçàöèè ¾ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà¿ ðàçäåëà 2. Êàê ñëåäñòâèå, ïî-

ëó÷àåì íóæíûé âàðèàíò çàäà÷è (2.11), êîòîðóþ â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì òîëüêî â ñîîò-

âåòñòâóþùåì íàáîðàì (4.27), (4.28) âàðèàíòå.

Ïóñòü

(
α0, (z0i )i∈0,N

)
åñòü îïòèìàëüíîå Ä� çàäà÷è (2.11) â êîíêðåòèçàöèè íàñòîÿùåãî ðàç-

äåëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α0 ∈ A è (z0i )i∈0,N ∈ Zα0 ; ïðè ýòîì

Cα0 [(z0i )i∈0,N ] 6 Cα[(zi)i∈0,N ] ∀α ∈ A ∀ (zi)i∈0,N ∈ Zα. (4.29)

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå (îïòèìàëüíîå) Ä� ìîæåò áûòü íàéäåíî ïîñðåäñòâîì ïðîöåäóðû íà îñíîâå

ÄÏ, êîòîðàÿ áûëà èçëîæåíà â ðàçäåëå 3. �àññìîòðèì âîïðîñ îá óëó÷øåíèè ¾ãëîáàëüíîãî¿ Ä�(
λ, (hi)i∈0,n

)
ïîñðåäñòâîì âñòðàèâàíèÿ

(
α0, (z0i )i∈0,N

)
. Óïîìÿíóòîå âñòðàèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

¾ïîêîìïîíåíòíî¿: α0
âñòðàèâàåòñÿ â ìàðøðóò λ, èçìåíÿÿ �ðàãìåíò ïîñëåäíåãî, à (z0i )i∈0,N

çàìåíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé �ðàãìåíò òðàññû (hi)i∈0,n. Äëÿ ýòèõ öåëåé âûáèðàåì (íåïóñòîé)

¾âðåìåííîé¿ ïðîìåæóòîê

ν + 1, ν +N = {t ∈ N | (ν + 1 6 t) & (t 6 ν +N)}, (4.30)

äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî âëîæåíèå ν + 1, ν +N ⊂ 1,n. ßñíî, ÷òî ïðè t ∈ ν + 1, ν +N äëÿ

èíäåêñà t− ν ∈ 1, N îïðåäåëåíû îáðàç α0(t− ν) ∈ 1, N è, êàê ñëåäñòâèå, èíäåêñ

(Λ ◦ α0)(t− ν) = λ
(
ν + α0(t− ν)

)
∈ Γ. (4.31)

Âûøå óæå îòìå÷àëîñü âàæíîå ñâîéñòâî áèåêòèâíîñòè:

Λ ◦ α0 ∈ (bi)[Γ]. (4.32)

Â ÷àñòíîñòè, Λ ◦ α0 : 1, N
íà

−→Γ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåïóñòûå ìíîæåñòâà

1, ν, ν + 1, ν +N, ν +N + 1,n

îáðàçóþò ðàçáèåíèå 1,n. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì (ñì. (4.19)) îòîáðàæåíèå

η : 1,n → 1,n

ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî ïðàâèëà, èñïîëüçóþùåãî (4.31):

(
η(j)

△
= λ(j) ∀ j ∈ 1, ν

)
&
(
η(j)

△
= (Λ ◦ α0)(j − ν) ∀ j ∈ ν + 1, ν +N

)
&

&
(
η(j)

△
= λ(j) ∀ j ∈ ν +N + 1,n

)
.

(4.33)

Ïðåäëîæåíèå 2. Îòîáðàæåíèå η åñòü ìàðøðóò, äîïóñòèìûé ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ â ¾áîëü-

øîé¿ çàäà÷å: η ∈ A.
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Ñ õ å ì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî {η(j) : j ∈ 1,n} ⊂ 1,n
(ñì. (4.19), (4.33)). Ïóñòü µ ∈ 1,n. Òîãäà (ñì. (4.19))

(µ ∈ Γ) ∨ (µ ∈ 1,n \ Γ). (4.34)

�àññìîòðèì îòäåëüíî îáà ñëó÷àÿ â (4.34).

Åñëè µ ∈ Γ, òî (ñì. (4.32))

tµ
△
= (Λ ◦ α0)−1(µ) ∈ 1, N

è, ñîãëàñíî (4.33), η(ν + tµ) = (Λ ◦ α0)(tµ) = µ. Èòàê, ïðè µ ∈ Γ èìååì µ = η(j) äëÿ íåêîòîðîãî
j ∈ 1,n.

Åñëè æå µ ∈ 1,n \ Γ, òî t′µ
△
= λ−1(µ) ∈ 1,n, ïðè÷åì, êàê ëåãêî âèäåòü, t′µ /∈ ν + 1, ν +N

è η(t′µ) = λ(t′µ) = µ. Ñòàëî áûòü, è ïðè µ ∈ 1,n \ Γ èìååì µ = η(j), ãäå j ∈ 1,n.
Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî (ïîñêîëüêó âûáîð µ áûë ïðîèçâîëüíûì), ÷òî 1,n ⊂ {η(j) : j ∈ 1,n}

è, êàê ñëåäñòâèå, 1,n = {η(j) : j ∈ 1,n}. Ñþðúåêòèâíîñòü η óñòàíîâëåíà.

Ïóñòü γ ∈ 1,n è κ ∈ 1,n ðåàëèçóþò ðàâåíñòâî η(γ) = η(κ). Òîãäà

(
(γ ∈ ν + 1, ν +N) & (κ ∈ ν + 1, ν +N)

)
∨ (γ /∈ ν + 1, ν +N) ∨ (κ /∈ ν + 1, ν +N). (4.35)

Â ïåðâîì (èç óïîìÿíóòûõ â (4.35)) ñëó÷àå èìååì, ñîãëàñíî (4.33), ðàâåíñòâî

(Λ ◦ α0)(γ − ν) = (Λ ◦ α0)(κ − ν),

îòêóäà ñ ó÷åòîì (4.32) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî γ = κ. Èòàê,

(
(γ ∈ ν + 1, ν +N) & (κ ∈ ν + 1, ν +N)

)
=⇒ (γ = κ). (4.36)

Ïóñòü γ /∈ ν + 1, ν +N. Òîãäà η(γ) = λ(γ) ñîãëàñíî (4.33). Ïðè ýòîì (ñì. (4.20)) λ(γ) 6=
6= Λ(t) ∀ t ∈ 1, N. Êàê ñëåäñòâèå, η(γ) /∈ Γ (ñì. (4.19)), à òîãäà è η(κ) /∈ Γ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî κ /∈ ν + 1, ν +N è, êàê ñëåäñòâèå, η(κ) = λ(κ) (ñì. (4.33)). Ñ ó÷åòîì

èíúåêòèâíîñòè λ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî γ = κ. Èòàê,

(γ /∈ ν + 1, ν +N) =⇒ (γ = κ). (4.37)

Ïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ

(κ /∈ ν + 1, ν +N) =⇒ (γ = κ).

Ñ ó÷åòîì (4.36) è (4.37) èìååì òåïåðü, ÷òî γ = κ âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ; èòàê,

(
η(γ) =

= η(κ)
)
⇒ (γ = κ). Ïîñêîëüêó âûáîð γ è κ áûë ïðîèçâîëüíûì, èíúåêòèâíîñòü η óñòàíîâëåíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, η ∈ P.
Ïîêàæåì, ÷òî η åñòü K-äîïóñòèìûé ìàðøðóò. Ïóñòü θ ∈ K. Òîãäà â òåðìèíàõ pr1(θ) ∈ 1,n

è pr2(θ) ∈ 1,n èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

λ−1
(
pr1(θ)

)
< λ−1

(
pr2(θ)

)
. (4.38)

Ïðè ýòîì (θ ∈ Q) ∨ (θ ∈ K \ Q). Â ñëó÷àå θ ∈ Q èìååì pr1(θ) ∈ Γ è pr2(θ) ∈ Γ, à òîãäà ïî

ñâîéñòâàì α0

(Λ ◦ α0)−1
(
pr1(θ)

)
< (Λ ◦ α0)−1

(
pr2(θ)

)

è, ñëåäîâàòåëüíî, η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

)
. Èòàê,

(θ ∈ Q) =⇒
(
η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

))
. (4.39)

Ñëó÷àé θ ∈ K\Q ðàñïàäàåòñÿ íà äâà:

(
pr1(θ) /∈ Γ

)
∨
(
pr2(θ) /∈ Γ

)
. Îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì

âîçìîæíîñòè pr1(θ) /∈ Γ (âîçìîæíîñòü pr2(θ) /∈ Γ èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî); òîãäà (Λ ◦ α0)(s) 6=
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6= pr1(θ) ïðè s ∈ 1, N è (ñ ó÷åòîì (4.33)) èìååì, ÷òî η(j) 6= pr1(θ) ∀ j ∈ ν + 1, ν +N. Òîãäà
η−1
(
pr1(θ)

)
/∈ ν + 1, ν +N è, êàê ñëåäñòâèå,

η−1
(
pr1(θ)

)
= λ−1

(
pr1(θ)

)
< λ−1

(
pr2(θ)

)
. (4.40)

Ñ ó÷åòîì (4.38) è (4.40) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

(pr2(θ) /∈ Γ) =⇒
(
η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

))
. (4.41)

Åñëè æå pr2(θ) ∈ Γ (ïðè óñëîâèè pr1(θ) /∈ Γ), òî sθ
△
= Λ−1

(
pr2(θ)

)
∈ 1, N è, êàê ëåãêî âèäåòü,

λ−1
(
pr2(θ)

)
= ν + sθ; ñîãëàñíî (4.40)

η−1
(
pr1(θ)

)
< ν + sθ 6 ν +N,

÷òî (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå pr1(θ) /∈ Γ
)
îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ η−1

(
pr1(θ)

)
∈

∈ 1, ν. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ s(θ)
△
= (Λ ◦ α0)−1

(
pr2(θ)

)
èìååì ðàâåíñòâî η(ν + s(θ)) = pr2(θ)

è, ñòàëî áûòü,

η−1
(
pr2(θ)

)
= ν + s(θ) ∈ ν + 1, ν +N,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

)
è ïðè pr2(θ) ∈ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

pr1(θ) /∈ Γ èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(
pr2(θ) ∈ Γ

)
=⇒

(
η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

))
, (4.42)

à ïîòîìó ñ ó÷åòîì (4.41) èìååì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âî âñåõ âîçìîæíûõ, ïðè óñëîâèè pr1(θ) /∈
/∈ Γ, ñëó÷àÿõ. Ïîëó÷èëè èìïëèêàöèþ

(
pr1(θ) /∈ Γ

)
=⇒

(
η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

))
. (4.43)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå θ ∈ K\Q,
èìïëèêàöèÿ (4.42). Ñ ó÷åòîì (4.43) ïîëó÷àåì, ÷òî âî âñåõ âîçìîæíûõ ïðè óñëîâèè θ ∈ K \ Q
ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî η−1

(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

)
, òî åñòü

(θ ∈ K \Q) =⇒
(
η−1
(
pr1(θ)

)
< η−1

(
pr2(θ)

))
.

Ñ ó÷åòîì (4.39) èìååì òåïåðü, ÷òî óïîìÿíóòîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî âñåãäà, è, êîëü ñêîðî

âûáîð θ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

η−1
(
pr1(z)

)
< η−1

(
pr2(z)

)
∀ z ∈ K,

÷òî è îçíà÷àåò K-äîïóñòèìîñòü ìàðøðóòà η, òî åñòü η ∈ A. �

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.10) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cα0 [(z0i )i∈0,N ] =
N−1∑

t=0

c
(
pr2(z

0
t ),pr1(z

0
t+1)

)
+

N∑

t=1

cα0(t)(z
0
t ) + f

(
pr2(z

0
N )
)
. (4.44)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êà÷åñòâî Ä�

(
λ, (hi)i∈0,n

)
¾áîëüøîé¿ çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

C
♮
λ[(hi)i∈0,n] = S1 + S2 + S3, (4.45)

ãäå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

S1
△
=

ν−1∑

t=0

c♮
(
pr2(ht),pr1(ht+1)

)
+

ν∑

t=1

c♮
λ(t)(ht),
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S2
△
=

ν+N∑

t=ν

c♮
(
pr2(ht),pr1(ht+1)

)
+

ν+N+1∑

t=ν+1

c♮
λ(t)

(ht) =

=

N−1∑

t=0

c♮
(
pr2(hν+t),pr1(hν+t+1)

)
+

N∑

t=1

c♮Λ(t)(ht+ν) + f
(
pr2(hν+N )

)
,

S3
△
=

n−1∑

t=ν+N+1

c♮
(
pr2(ht),pr1(ht+1)

)
+

n∑

t=ν+N+2

c♮
λ(t)(ht) + f ♮

(
pr2(hn)

)
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S2 ââåäåì êîðòåæ (h̃t)t∈0,N : 0, N → X × X ïîñðåäñòâîì

óñëîâèé (
h̃0

△
= (x0, x0)

)
&
(
h̃t

△
= hν+t ∀ t ∈ 1, N

)
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå S2 = Ci[(h̃t)t∈0,N ], ãäå i ∈ P åñòü òîæäåñòâåííàÿ ïåðå-

ñòàíîâêà ìíîæåñòâà 1, N (i(s)
△
= s ∀ s ∈ 1, N ), à (h̃i)i∈0,N ∈ Zi. Áîëåå òîãî, êàê ëåãêî âèäåòü,

i ∈ A, à òîãäà
(
i, (h̃i)i∈0,N

)
åñòü Ä� çàäà÷è (2.11) è, ñîãëàñíî (4.29),

Cα0 [(z0i )i∈0,N ] 6 S2. (4.46)

Âîçâðàùàÿñü ê (4.44), îòìåòèì, ÷òî z0t−ν ∈ X×X ∀ t ∈ ν + 1, ν +N. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëÿåì

êîðòåæ

(ĥt)t∈0,n : 0,n → X×X (4.47)

ïîñðåäñòâîì óñëîâèé

(
ĥt

△
= z0t−ν ∀ t ∈ ν + 1, ν +N

)
&
(
ĥt

△
= ht ∀ t ∈ 0,n \ ν + 1, ν +N

)
. (4.48)

Ïðåäëîæåíèå 3. Êîðòåæ (4.47) åñòü òðàññà, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìàðøðóòîì η, òî åñòü

(ĥt)t∈0,n ∈ Zη.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî êîðòåæ (4.47) åñòü ýëåìåíò Z̃. Èç (4.12), (4.33) è (4.48)

ñëåäóåò, ÷òî

ĥt ∈ Lη(t) ∀ t ∈ 1,n \ ν + 1, ν +N.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (4.33) è (4.48) âûòåêàåò, ÷òî ĥt = z0t−ν ∈ Lη(t) ∀ t ∈ ν + 1, ν +N. Â èòîãå

óñòàíîâëåíî, ÷òî

ĥt ∈ Lη(t) ∀ t ∈ 1,n.

Íàêîíåö, ĥ0 = h0 = (x0,x0), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. �

Èç ïðåäëîæåíèé 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî

(
η, (ĥt)t∈0,n

)
åñòü Ä� ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è; ýòî ðåøåíèå

îöåíèâàåòñÿ çíà÷åíèåì

C♮
η[ĥt)t∈0,n] = Ŝ1 + Ŝ2 + Ŝ3,

ãäå âåëè÷èíû Ŝ1, Ŝ2 è Ŝ3 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Ŝ1
△
=

ν−1∑

t=0

c♮
(
pr2(ĥt),pr1(ĥt+1)

)
+

ν∑

t=1

c♮
η(t)(ĥt),

Ŝ2
△
=

ν+N∑

t=ν

c♮
(
pr2(ĥt),pr1(ĥt+1)

)
+

ν+N+1∑

t=ν+1

c♮
η(t)(ĥt),

Ŝ3
△
=

n−1∑

t=ν+N+1

c♮
(
pr2(ĥt),pr1(ĥt+1)

)
+

n∑

t=ν+N+2

c♮
η(t)(ĥt) + f ♮

(
pr2(ĥn)

)
.
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Ëåãêî âèäåòü (ñì. (4.33), (4.48)), ÷òî Ŝ1 = S1 è Ŝ3 = S3. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ŝ2 = Cα0 [(z0i )i∈0,N ] (ñì. (4.33), (4.44), (4.48)). Ñ ó÷åòîì (4.46) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Ŝ2 6 S2,
à òîãäà

C♮
η[(ĥt)t∈0,n] = Ŝ1 + Ŝ2 + Ŝ3 6 S1 + S2 + S3 = C

♮
λ[ht)t∈0,n].

Èòàê, Ä�

(
η, (ĥt)t∈0,n

)
ÿâëÿåòñÿ óëó÷øàþùèì â ñðàâíåíèè ñ

(
λ, (ht)t∈0,n

)
.

Â ñâÿçè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè ïîñðåäñòâîì âîçìóùåíèÿ ìàðøðóòà ïðè

èñïîëüçîâàíèè âñòàâêè, äîáàâëåíèÿ èëè çàìåíû îäíîãî ¾ãîðîäà¿ îòìåòèì èññëåäîâàíèå [13℄.

Ïîäõîä, èçëàãàåìûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, â íå ñòîëü îáùåì âèäå áûë ïðåäëîæåí â [14℄.

� 5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè èíñòðóìåíòà ìàøèí ëè-

ñòîâîé ðåçêè; â îñíîâå äàííîé ìîäåëè íàõîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè, ïðèâîäÿùèå ê ÎÇÌ.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè X
△
= R× R èìååòñÿ n íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ (îãðàíè÷åííûõ è çàìêíó-

òûõ) òåëåñíûõ ïîäìíîæåñòâ D1, . . . ,Dn, ãäå n ∈ N è 2 6 n. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç ýòèõ ìíî-

æåñòâ ãðàíèöó, ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâà Γ1, . . . ,Γn. Åñëè j ∈ 1, n, òî ïîëàãàåì, ÷òî Γj ïîëó÷àåòñÿ

(êîíå÷íûì) îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Γj,1, . . . ,Γj,nj
,

ãäå nj ∈ N. Ýòè ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè è ñîîòâåòñòâóþò âíåøíåìó

è, âîçìîæíî, âíóòðåííèì êîíòóðàì, îãðàíè÷èâàþùèì ¾äåòàëü¿ Dj , à òî÷íåå çàãîòîâêó ñîîò-

âåòñòâóþùåé äåòàëè. Âîçëå êàæäîãî êîíòóðà Γj,k, ãäå j ∈ 1, n è k ∈ 1,nj , èìååòñÿ (ñ âíåøíåé

ñòîðîíû) çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Ωj,k, èìåíóåìàÿ ýêâèäèñòàíòîé; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γj,k è Ωj,k

ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî áëèçêî. Ïðè ýòîì

Ωj,k ∩Dj = ∅ ∀j ∈ 1, n ∀k ∈ 1,nj . (5.1)

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü (5.1) êàê óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ïîñëåäóþùóþ ðåçêó ñ íåêîòîðûì

çàïàñîì.

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè j ∈ 1, n è k ∈ 1,nj ïëîñêîå ìíîæåñòâî Ωj,k íåïóñòî è êîìïàêòíî (îãðà-

íè÷åíî è çàìêíóòî). Ïóñòü òåïåðü

n =

n∑

j=1

nj , (5.2)

à êàæäûé ìåãàïîëèñ áóäåì ñâÿçûâàòü ñî ¾ñâîåé¿ ýêâèäèñòàíòîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ¾ïå-

ðåñòàåì âîñïðèíèìàòü¿ ñàìè äåòàëè è îñòàâëÿåì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ïîëó÷èâøèåñÿ

ýêâèäèñòàíòû, ñ êàæäîé èç êîòîðûõ ñâÿçûâàåì ¾ñâîé¿ ìåãàïîëèñ. Èòàê, íóìåðóÿ ïîäðÿä

Ω1,1, . . . ,Ω1,n1
, . . . ,Ωn,1, . . . ,Ωn,nn

, ïîëó÷àåì Ω(1), . . . ,Ω(n)
(ñì. (5.2)). Âîçëå êàæäîãî ìíîæåñòâà

Ω(k), k ∈ 1,n, ðàñïîëàãàåì ñâîé íàáîð ¾ïàðíûõ¿ òî÷åê. Óïîìÿíóòûå íàáîðû èñïîëüçóåì â êà-

÷åñòâå ìåãàïîëèñîâ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ìåãàïîëèñ L1, . . . ,Ln ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ (íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð), ñîñòàâëåííûõ (êàæäàÿ) èç òî÷êè âðåçêè

è òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîäåðæàòåëüíûì ñìûñëîì çàäà÷è �îðìè-

ðóåì îòíîøåíèÿ L1, . . . ,Ln: åñëè j ∈ 1,n, òî Lj åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ÓÏ, èìåþùèõ êàæäàÿ

ïåðâûì ýëåìåíòîì ïëîñêèé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé òî÷êó âðåçêè, à âòîðûì ñîîòâåòñòâóþùèé

ýòîé òî÷êå âðåçêè (ïëîñêèé) âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé òî÷êó âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà; íå èñ-

êëþ÷àåòñÿ ñîâïàäåíèå äâóõ óïîìÿíóòûõ âåêòîðîâ.

�àññìîòðèì �óíêöèè ñòîèìîñòè (c♮, c♮1, . . . , c
♮
n, f

♮). Ïîëàãàåì c♮(x, y) ñîâïàäàþùèì ñ åâêëè-

äîâûì ðàññòîÿíèåì ρ(x, y) ìåæäó ïëîñêèìè âåêòîðàìè x è y.

Â öåëÿõ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé c♮1, . . . , c
♮
n ââîäèì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëîΘ ∈ R,Θ > 1. Êàæäîé

ÓÏ z ∈ Lj , ãäå j ∈ 1,n, ñîïîñòàâëÿåì òî÷êó ω[z] ∈ Ω(j)
, îïðåäåëÿþùóþ íà÷àëî è êîíåö ðåçêè.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè pr1(z) 6= pr2(z) c♮j(z)
△
= Θ[ρ(pr1(z), ωj [z]) + ρ(ωj[z],pr2(z))],

à â ñëó÷àå pr1(z) = pr2(z)

cj(z)
△
= Θρ(pr1(z), ωj [z]) + ρ(ωj [z],pr2(z)) (5.3)
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(èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âîçâðàùåíèå â òî÷êó âðåçêè â ðåæèìå õîëîñòîãî õîäà ïðîèñõîäèò âî

âòîðîì ñëó÷àå). Ïîñêîëüêó îáû÷íî Θ ≫ 1 (çàìåäëåíèå â ìåòàëëå) è ωj[z] ðåàëüíî íàõîäèòñÿ

âáëèçè pr2(z), òî (âî âòîðîì ñëó÷àå) ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â (5.3) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Òåðìèíàëüíóþ �óíêöèþ f ♮
îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì óñëîâèåì: ïðè x ∈ X ïîëàãàåì f ♮(x)

△
=

△
= ρ(x, xf ), ãäå xf ∈ X � çàäàííàÿ òî÷êà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ìàðøðóòà èñïîëüçîâàëñÿ ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì íà îñíîâå èç-

âåñòíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ¾èäè â áëèæàéøèé¿, ñîáëþäàþùèé óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìàðøðóò. Äàëåå áóäåì ïûòàòüñÿ óëó÷øèòü åãî

ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñëåäóÿ ïîäõîäó ðàçäåëà 5. À èìåííî: äëÿ ðàñ÷åòà

ìåòîäîì ÄÏ áóäóò âûáèðàòüñÿ ¾íåïîëíûå¿ ñåìåéñòâà ìåãàïîëèñîâ, òàê êàê îáùàÿ ðàçìåðíîñòü

çàäà÷è íå äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà. Íà ìàðøðóòå, ïîñòðîåííîì ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, âûáåðåì ó÷àñòîê äëèíîé N . Âîøåäøèå â íåãî ìåãàïîëèñû áóäóò

ñîñòàâëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíîé ïîñòàíîâêîé ìíîæåñòâî ìåãàïîëèñîâ äëÿ ÷àñòè÷íîé çà-

äà÷è. Íà÷àëî ó÷àñòêà ìàðøðóòà áóäåò âûáèðàòüñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì òàê, ÷òîáû îíî ëåæàëî

â äèàïàçîíå 1 6 ν 6 n − N − 2. Ïðè ýòîì ñòàðòîâîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ âûõîäíîé ïîðò ìåãà-

ïîëèñà, ëåæàùåãî íà ìàðøðóòå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä âûáðàííûì ó÷àñòêîì, à �èíèøíîé �

âõîäíîé ïîðò ìåãàïîëèñà, ðàñïîëîæåííîãî íà ìàðøðóòå ñðàçó çà âûáðàííûì ó÷àñòêîì. Äëÿ

íîâîé ÷àñòè÷íîé çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ÄÏ. Äàëåå ïîëó÷åí-

íûé ìàðøðóò ïîìåùàåòñÿ âìåñòî âûáðàííîãî ó÷àñòêà îñíîâíîãî ìàðøðóòà. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåòñÿ íîâûé ìàðøðóò. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàðøðóò íå

óõóäøàåòñÿ â ñìûñëå äîñòèãàåìîãî ðåçóëüòàòà. �àçóìååòñÿ, äàííóþ ïðîöåäóðó öåëåñîîáðàç-

íî âûïîëíÿòü ìíîãîêðàòíî. ×åðåç Ñ îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïåðåñ÷åòà ìàðøðóòà ñ

èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ¾áåëëìàíîâñêîé¿ âñòàâêè.

Èòàê, ìû èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ìàðøðóòà, èçëîæåííóþ â ðàçäå-

ëå 4 ìíîãîêðàòíî, âàðüèðóÿ ïàðàìåòð ν. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ (λ, (hi)i∈0,n) âûáèðàåì
íà êàæäîì ýòàïå óæå óëó÷øåííóþ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè ïàðó ¾ìàðøðóò�òðàññà¿; äàííîå

ïðàâèëî íå ñîáëþäàåòñÿ, êîíå÷íî, íà ïåðâîì ýòàïå (øàãå) èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, ãäå èñïîëü-

çóåòñÿ ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå âûøåóïîìÿíóòîé ýâðèñòèêîé ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî. Èòåðàöèè

íà îñíîâå ÄÏ îêàçûâàþòñÿ, êîíå÷íî, áîëåå çàòðàòíûìè, íî ïàðàìåòð N , îïðåäåëÿþùèé ðàçìåð-

íîñòü ýêñòðåìàëüíîãî áëîêà, âûáèðàåòñÿ ¾óìåðåííûì¿, ÷òî ïîçâîëÿåò âñå æå ¾âêëèíèâàòüñÿ¿

â ïðåäâàðÿþùèé ìàðøðóò è îñóùåñòâëÿòü åãî ëîêàëüíîå óëó÷øåíèå çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü ñ ìåãàïîëèñàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ èíæå-

íåðíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñêðîåì è ìàðøðóòèçàöèåé äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà ïðè ïîñëå-

äîâàòåëüíîì îñóùåñòâëåíèè ðåçêè (ñì. â ýòîé ñâÿçè [5℄). Îáû÷íî â ïîñòàíîâêå óïîìÿíóòûõ

èíæåíåðíûõ çàäà÷ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êàæäûé êîíòóð ñíàáæàëñÿ îäíîé òî÷êîé âðåçêè (êî-

òîðîé ñîïîñòàâëÿëàñü òî÷êà âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà). Èñïîëüçîâàíèå íàáîðà òî÷åê âðåçêè,

îáúåäèíÿåìûõ â ìåãàïîëèñ, äîñòàâëÿåò âûèãðûø â êà÷åñòâå; ïðè ýòîì ÷èñëî ¾ãîðîäîâ¿ â ìå-

ãàïîëèñå îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòÿìè âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè (â èäåàëå ìîæíî ãîâîðèòü

î òðàíñ�îðìàöèè êàæäîãî ìåãàïîëèñà â êîíòèíóóì âîçìîæíûõ òî÷åê âðåçêè; îäíàêî âîçíèêà-

þùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðåøàåìîé, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îãðàíè÷èâà-

åò ðàçìåðíîñòü ìåãàïîëèñîâ). Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ñ ìåãàïîëèñàìè (ñì. [6,11,14℄) â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñåùàåìûõ öåëåâûõ ìíîæåñòâ îêà-

çàëàñü [5℄ óäà÷íûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè àêòóàëüíîé èíæåíåðíîé çàäà÷è, ñîäåðæàùåé

ðÿä îñîáåííîñòåé. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ (ñì. (5.2)) íå êîëè÷åñòâîì äåòà-

ëåé, à êîëè÷åñòâîì êîíòóðîâ, êîòîðûõ íà òîé èëè èíîé äåòàëè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî; ïîýòîìó,

êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðèìåíèòü ÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ ïîëíîé çàäà÷è íå óäàåòñÿ â ñèëó î÷åâèä-

íûõ òðóäíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Âàæíî îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïî ñàìîìó ñìûñëó

çàäà÷è î ëèñòîâîé ðåçêå ñ ïðèìåíåíèåì ìàøèí ñ ×ÏÓ çäåñü âîçíèêàåò áîëüøîå ÷èñëî óñëîâèé

ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ñì. çàìå÷àíèå 1), îáÿçûâàþùèõ ó êàæäîé èç äåòàëåé îñóùåñòâëÿòü ðåçêó

âíóòðåííèõ êîíòóðîâ ðàíüøå, ÷åì ðåçêó âíåøíåãî.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íà ÏÝÂÌ ñ ïðîöåññîðîì Intel i7-2630QM ñ 8�á îïåðàòèâíîé
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ïàìÿòè, ðàáîòàþùåé ïîä óïðàâëåíèåì Windows 7 (64-bit). Äëÿ ðàçðàáîòêè ïðîãðàììû áûëà

èñïîëüçîâàíà ñðåäà Mi
rosoft Visual C++ 2010.

Ïðèìåð 1. Îáùåå êîëè÷åñòâî ìåãàïîëèñîâ n = 47, ðàçìåðíîñòü ¾áåëëìàíîâñêèõ¿ âñòàâîê

N = 22. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Ñ = 50. Íà÷àëüíûå ïîçèöèè äëÿ ¾áåëëìàíîâñêèõ¿ âñòàâîê

âûáèðàëèñü ñëó÷àéíî. Òî÷êè x0 è xf ïðåäïîëàãàëèñü ñîâïàäàþùèìè ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò

êàæäàÿ (ðèñ. 1).

�åçóëüòàò ñ÷åòà äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà 29852,3. �åçóëüòàò ñ ó÷åòîì ïðèìåíåíèÿ

¾áåëëìàíîâñêèõ¿ âñòàâîê 27721,3. Ñóììàðíîå âðåìÿ ñ÷åòà 39 ìèíóò 5 ñåêóíä.

�èñ. 1. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ

Ïðèìåð 2. Âòîðîé ïðèìåð èìååò òàêîå æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, êîëè÷åñòâî ìåãàïîëèñîâ,

à òàêæå òå æå ïàðàìåòðû àëãîðèòìîâ. Ïðåæíèìè ñîõðàíÿþòñÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

x0
è xf . Îòëè÷èå ñîñòîèò â áîëåå ïëîòíîé óïàêîâêå êîíòóðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëüíîé çàäà÷å

ðàñêðîÿ (ðèñ. 2).

�åçóëüòàò ñ÷åòà äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà 26018,02. �åçóëüòàò ñ ó÷åòîì ïðèìåíåíèÿ

¾áåëëìàíîâñêèõ¿ âñòàâîê 23752,54. Ñóììàðíîå âðåìÿ ñ÷åòà 39 ìèíóò 5 ñåêóíä.

Âûâîäû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ ðå-

çóëüòàòà ñ÷åòà ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äåìîíñòðèðóåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Òàê, â ðàññìîò-

ðåííûõ ïðèìåðàõ óäàëîñü óëó÷øèòü ðåçóëüòàò íà 7,1% è 8,7% ñîîòâåòñòâåííî.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û

1. Ìåëàìåä È.È., Ñåðãååâ Ñ.È., Ñèãàë È.Õ. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Âîïðîñû òåîðèè // Àâòîìàòèêà

è òåëåìåõàíèêà. 1989. � 9. Ñ. 3�34.

2. Ìåëàìåä È.È., Ñåðãååâ Ñ.È., Ñèãàë È.Õ. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Òî÷íûå àëãîðèòìû // Àâòîìàòèêà

è òåëåìåõàíèêà. 1989. � 10. Ñ. 3�29.

3. Ìåëàìåä È.È., Ñåðãååâ Ñ.È., Ñèãàë È.Õ. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû //

Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1989. � 11. Ñ. 3�26.

4. Ïåòóíèí À.À. Î íåêîòîðûõ ñòðàòåãèÿõ �îðìèðîâàíèÿ ìàðøðóòà èíñòðóìåíòà ïðè ðàçðàáîòêå

óïðàâëÿþùèõ ïðîãðàìì äëÿ ìàøèí òåðìè÷åñêîé ðåçêè ìàòåðèàëà // Âåñòíèê Ó�ÀÒÓ. 2009. Ò. 13.

� 2 (35). Ñ. 280�286.



Ëîêàëüíûå âñòàâêè íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 73

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 2

�èñ. 2. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ. Áëèçêîå ðàñïîëîæåíèå êîíòóðîâ

5. Ïåòóíèí À.À., ×åíöîâ À.�., ×åíöîâ Ï.À. Ê âîïðîñó î ìàðøðóòèçàöèè äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà â ìà-

øèíàõ ëèñòîâîé ðåçêè ñ ÷èñëîâûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå âåäîìîñòè

ÑÏá�ÏÓ. Èí�îðìàòèêà. Òåëåêîììóíèêàöèè. Óïðàâëåíèå. 2013. Âûï. 2 (169). Ñ. 103�111.

6. ×åíöîâ À.�. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè è ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé: âîïðîñû òåîðèè.

Ì.�Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2008. 240 ñ.

7. Êóðàòîâñêèé Ê., Ìîñòîâñêèé À. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ì.: Ìèð, 1970. 416 ñ.

8. Äüåäîííå Æ. Îñíîâû ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Ì.: Ìèð, 1964. 430 ñ.

9. Âàðãà Äæ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äè��åðåíöèàëüíûìè è �óíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ì.:

Íàóêà, 1977. 624 ñ.

10. Êîðìåí Ò., Ëåéçåðñîí ×., �èâåñò �. Àëãîðèòìû: ïîñòðîåíèå è àíàëèç. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 1990. 960 ñ.

11. ×åíöîâ À.�. Ê âîïðîñó î ìàðøðóòèçàöèè êîìïëåêñîâ ðàáîò // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüòåðíûå íàóêè. 2013. Âûï. 1. Ñ. 59�82.

12. ×åíöîâ À.À., ×åíöîâ À.�., ×åíöîâ Ï.À. Ìåòîä èòåðàöèé â çàäà÷å ìàðøðóòèçàöèè ñ âíóòðåííèìè

ïîòåðÿìè // Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ. 2009. Ò. 15. � 4. Ñ. 270�289.

13. Èâàíêî Å.Å. Óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü â äèñêðåòíûõ çàäà÷àõ. Åêàòåðèíáóðã: ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ,

2013. 208 ñ.

14. ×åíöîâ À.À., ×åíöîâ À.�. Çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ // Âåñòíèê Òàìáîâñêîãî

óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Åñòåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå íàóêè. 2014. Ò. 19. Âûï. 2. Ñ. 454�475.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 01.03.2014

Ïåòóíèí Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷, ä. ò. í., ïðî�åññîð, çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà, Ìåõàíèêî-ìàøèíîñòðî-

èòåëüíûé èíñòèòóò, Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 620002, �îññèÿ, ã. Åêàòåðèíáóðã, óë. Ìè-

ðà, 19.

E-mail: aapetunin�gmail.
om

×åíöîâ Àëåêñàíäð �åîðãèåâè÷, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò �ÀÍ, ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìà-

òåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ �ÀÍ, 620990, �îññèÿ, ã. Åêàòåðèíáóðã, óë. Ñ. Êîâà-

ëåâñêîé, 16.

E-mail: 
hentsov�imm.uran.ru



74 À.À. Ïåòóíèí, À. �. ×åíöîâ, Ï.À. ×åíöîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 2

×åíöîâ Ïàâåë Àëåêñàíäðîâè÷, ê.�.-ì. í., íàó÷íûé ñîòðóäíèê, îòäåë âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòåé, Èíñòèòóò

ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ �ÀÍ, 620990, �îññèÿ, ã. Åêàòåðèíáóðã, óë. Ñ. Êî-

âàëåâñêîé, 16.

E-mail: 
hentsov.p�uran.ru

A.A. Petunin, A.G. Chentsov, P.A. Chentsov

Lo
al dynami
 programming in
uts in routing problems with restri
tions

Keywords: routing problem, pre
eding 
onditions.

MSC: 93CXX, 93Ñ15

The arti
le is 
on
erned with the pro
edure of insertion of optimizable fragments of route solutions into

the global solutions of the ¾big¿ problem de�ned by heuristi
 algorithms. Setting of the route problem

takes into a

ount some singularities of the engineering problem about the sequential 
utting of details ea
h

having one exterior and probably several interior 
ontours. The latter ones must be subje
ted to 
utting

previously in 
omparison with the exterior 
ontour, whi
h leads to a great number of given pre
eding


onditions. These 
onditions are a
tively used to de
rease the 
omputational 
omplexity. Nevertheless, the

problem dimensionality remains su�
iently large that does not permit to use ¾global¿ dynami
 programming

and for
es heuristi
 algorithms to be used (the problem under investigation is a hard-solvable problem

in the traditional sense). Therefore, it is interesting to develop the methods for 
orre
tion of solutions

based on the above-mentioned algorithms. In the present investigation, su
h 
orre
tion is realized by the

repla
ement of fragments (of the above-mentioned solutions) having a moderate dimensionality by optimal

¾blo
ks¿ 
onstru
ted by dynami
 programming with lo
al pre
eding 
onditions whi
h are 
ompatible with

the 
onstraints of the initial ¾big¿ problem. The proposed repla
ement does not deteriorate, but, in typi
al


ases, improves the quality of the initial heuristi
 solution. This is veri�ed by the 
omputing experiment on

multi-
ore 
omputer.

The proposed algorithm is realized in the iterated regime: the solution (in the form of ¾route-tra
e¿)

obtained after the �rst insertion on the basis of dynami
 programming is taken as an initial solution for

whi
h the insertion is 
onstru
ted again. In addition, the beginning of the new insertion is 
hosen randomly

in the bounds de�ned by the possibilities of formation of a sliding ¾window¿ of the appre
iable dimensionality

whi
h is in fa
t su�
ient for the employment of the e
onomi
al version of dynami
 programming. Further, the

pro
edure is repeated. The operation of the iterated algorithm is illustrated by solution of model problems

in
luding the versions with su�
iently dense ¾pa
king¿ of parts on a sheet, whi
h is typi
al for the engineering

produ
tion.
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